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Forord

Nér jag for fyra ar sedan fick ta del av uppgiften om att vara gymnasieelevers matematikkunskaper har
drastiskt sjunkit de senaste 10 aren, beslét jag mig att ge dagens elever mojligheten att ta del av

Sigurd Erikssons

larobocker, som jag laste i drskurs 1 och 2 i det tredriga Hogre Tekniska Gymnasiet (TGO) i Orebro.

CARL SIGURD ERIKSSON

IFil. magister, Orebro, — F. i St. Tuna, Kopparb. lin,
1880 7/4. Mog.-ex. 1 Falun o8; fil. dmbetsex. i Uppsala 12.
Extra larare vid Tekn, skolan i Orebro 17 o. vik. lektor
vid Tckn. gymnasict i Orebro fr. 20.

Sigurd Erikssons bakgrundl
Eriksson var verksam i TGO fr&n 1917 till sin dod 1948.

Larobdckerna var amnade att ge eleverna en stabil matematisk grund for att kunna arbeta som ingen-
jorer i samhallet och industrin samt forbereda eleverna for hogre studier pa universitet och tekniska
hogskolor.

Manga elever, som laste vidare pA KTH i Stockholm och Chalmers Tekniska Hogskola i Goteborg,
kunde tentera av den forsta arskursen p.g.a. sina goda forvarvade matematikkunskaper fran TGO.

For att folja dagens laroplan har jag lagt till kapitel 27 komplexa tal.
Varje kapitel foljer, dar sa & majligt, samma struktur:

e Ldroboksavsnitt

e Losningsforslag

e Ovningsuppgifter

e Facit till dvningsuppgifterna

Exemplen &r uppdelade i:

o Exempel. nnn, t.ex. Exempel. 227. — dar Eriksson har visat 16sningen.
e Ex.nnn, t.ex. Ex. 212. — dar Eriksson inte har visat nigon lésning®.

! Uppg. fran Tekniska Féreningen i Orebro.
% Hir 4r det matematiklirarnas ansvar att férklara en mojlig 16sning. Ett forslag till 16sning aterfinns normalt i
avsnittet Losningsforslag.
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e Onnn. t.ex. 6912. — déar det endast finns facit for att eleverna skall, utan dvrig hjélp, 16sa upp-
gifterna.
e Pnn. t.ex. P10. — provuppgifter, dar inga svar ges.

Decimalkomma / punkt

Engelsk matematisk litteratur anvander decimalpunkt for att avskilja decimalerna. Aven ménga mi-
nirdknare anvander decimalpunkt. Vid framstallning av denna bok har jag anvéant Microsofts Word,
MathType fran Design Science och Maple 18 fran Maple Soft. Det senare programmet avskiljer deci-
malerna med decimalpunkt. Ersattes decimalpunkten med ett decimalkomma uppstar det ett mel-
lanslag efter decimalkommat och talet ser endast konstigt ut. Exempel: 3,14159 blir Maple 18 -

3.14159 men byter man till decimalkomma far vi 3, 14159 . Darfor far vi:
e skiljetecknet som decimal-komma vid anvandning av Word och MathType
e skiljetecknet som decimal-punkt vid anvandning av Maple 18 .

Malgrupp

Denna bok och den féregdende ”Matematik Del I’ ° vander sig till elever, som énskar sig matematiska
verktyg for att 16sa konkreta problem i sin yrkesutévning och for att underlatta studierna pa universi-
tetsniva.

Ovrigt

Innan du angriper en uppgift, forsok att lagga upp en strategi for hur du skall angripa problemstéll-
ningen.” Diskutera garna med dina klasskamrater, om hur ni tillsammans kan finna ut den bésta strate-
gin for att hitta 16sning till uppgifterna. Det finns alltid flera mojliga végar att 16sa en uppgift.

Omslagsbildens kub ser du antingen nerifran eller ovanifran. Perspektivet vaxlar utan att du kan pa-
verka det. Pa samma satt dyker ett annat l6sningsalternativ upp i din hjarna, nar du forsoker finna en
framkomlig vag till 16sning. Har du svart att finna en losning pa kvallen, sa ar det ofta latt att hitta
I6sningen pa morgonen dagen efter, da din hjarna ar utvilad och sjélv utan din vetskap bearbetat pro-
blemet nér du sovit.

Tank pa att varda din hélsa — var radd om din hjarna och kropp, &t naringsrik mat, motionera och unna
dig sémn och vila for att orka med studierna.

Jag far har framfora mitt tack till Tekniska Foreningen i Orebro och till Sveriges Laromedelsforfatta-
res Forbund — SLFF, som bistatt mig i min stravan att aterutgiva denna nu bearbetade utgava av Sigurd
Erikssons l&robdcker.

Jag far aven framfora mitt tack till Maple Soft, som kostnadsfritt upplatit programvaran ”Maple 18”
till mig vid framstéllning av denna bok.

Ytterligare ett stort tack till Hermods AB, som givit mig tillstand att utnyttja Professor Bo Kjellbergs
kurs "Hogre Ingenjorskurs i Matematik, brev 2 som underlag till kapitel 27- Komplexa tal®. S. Eriks-
sons Matematik del 1l saknade detta kapitel, varfor jag tillatet mig att har .komplettera boken

® Planeras komma ut ar 2015.

*Se ”Sigurd Eriksson, Matematik del | avsitt 7.4 Hjarngymnastik/Farjkarlen”, dar du maste géra upp en strategi
for att 16sa uppgiften.

® Endast utbildningslinjerna Tele- (svagstrom) och El-linjerna (starkstrom) laste komplexa tal i sarskild matema-
tikbok, 6vriga linjer Maskin-, Markantil- och Kemi- saknade detta avsnitt och darfor aven i denna del Il av laro-
boken.
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Sa nagra rader for kommande elever. “Betraffande problemens karaktar bér namnas, att enligt praxis
brukar de 4-5 forsta problemen vara tamligen direkta tillampligar pa i denna kurs genomgangna sat-
ser och formler. 1 de senare problemen kan det hénda, att en eller annan finess fordras for lasningen,
man kanske &r i behov av nagot uppslag, nagon idé. Tyvarr ar det i varje fall for forfattaren av dessa
studiebrev obekant, hur man skulle kunna lara sig sjalv eller andra formagan att fa ljusa idéer och
snilleblixtar vid de ratta tidpunkterna. Darfor ar det inte allas sékert, att ens den som perfekt inhamtat
alla hittills meddelade kunskaper &r i stand att l6sa samtliga 7 problem i en skrivning.

Redan en sadan sak som att en kombination av olika fakta ofta fordras for ett problems ldsning kan

innebara betydande svarigheter. Lat oss antaga, att vi har t.ex. 100 definitioner och satser att stodja

100 _ 100-99
) 1-2

0ss pa. Som vi sett i brev 1 finns det da ( = 4950 kombinationer®r med 2 element,

3 T3 = 161700 kombinationer med 3 element osv. Att systematiskt préva sig ige-
nom de olika méjligheterna blir tydligen tidskravande, Somliga har forméagan att snabbt finna den
lampliga kombinationen. Det brukar kallas intuition, en sarskilt énskvard och vardefull gava for den
som skall Iésa matematiska problem.””’

(100) _ 100-99-98

Kungsbacka maj 2015

Lennart Gombrii

6 [lgoj uttalas ’hundra dver tva”.

’ Kjellberg, B, ”Hogre ingenjorskurs i matematik” brev 12, Hermods, Malmd, 1961.
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Funktioner mm

1.1 Om funktioner och deras grafiska framstallning

Fran algebran veta vi, att man ur en ekvation med tva obekanta storheter x och y, t: ex. y=2 x , inte kan
bestamma de bada storheterna. Den anforda ekvationen utsager endast att den ena storheten, y, &r dub-
belt s stor som den andra, x. Ger vi ett godtyckligt varde at x kan vi ur ekvationen bestimma motsva-
rande varde pay. Det finns oandligt manga par av varden pa x ochy, vilka satisfiera ekvationen. Nagra
sadana ar sammanstéllda i nedanstaende tabell’

Uppmitta varden

X 41 -3 ] -1 0 1 2 3 4
y -8 -6 -2 0 2 4 6 8
Tabell 1. Méatvarden

En storhet, som i likhet med x och y hdr ovan kan forandras (variera) till sitt varde, kalla vi en variabel.
Ar en storhet daremot oféranderlig till sitt varde, sdsom tvaan i ekvationen ovan, benamner vi den en
konstant. Om en variabel ar till sitt varde beroende av en annan variabel, sdgs den forra vara en funkt-
ion av den senare. Genom ekv. y =2 x dr y framstalld som en funktion av x, da mot varje godtyckligt
varde pa x, den oberoende variabeln, svarar ett av ekvationen bestamt varde pay, den beroende varia-
beln. Exempel pa andra funktionsformer ar: y=2 x + 3,

y= xz, y= 2, y= log2 (x). Vill man uttrycka, att y ar en funktion av x, utan att ange funktionsformen,

anvander man vanligen skrivsattet

(1.1) y=f(x)

Variablerna, vilka man naturligtvis kan beteckna med andra bokstéver an x och y, kan representera vari-
abla storheter av vitt skilda slag. Har féljer nagra exempel:

Den med konstant hastighet v tillryggalagda vagen s ar en funktion av tiden t enligt ekv.
(1.2) s=vit.

Omekretsen O och arean A av en cirkel &r funktioner av diametern d, som ger
(1.3) O=nd och (1.4 A=né.

Langden | av en metallstav ar en funktion av temperaturen t enligt lagen:
(1.5) 1=1 (1+pB¢z), dar ly» langden vid =0, och p, langdutvidgningskoefficienten, &r kon-

stanter.

Trycket p hos en (ideell) gas ar en funktion av volymen v enligt Boyles lag
(1.6) p= % dar k vid oférandrad temperatur hos gasen ar en konstant. Later vi dven temperatu-
v

ren variera, blir trycket en funktion av bade volym och temperatur enligt den allmanna tillstandslagen:

(1.7) p= ﬂ, dar R &r en konstant och T &r gasens absoluta temperatur.
v

Med sadana funktioner av tva eller flera oberoende variabler kommer vi inte att behandla i det féljande.

Det &r inte alltid mgjligt att, sdsom i de anforda exemplen, uttrycka ett funktionssamband genom en
ekvation. Sa ar t.ex. trycket hos mattad vattenanga en funktion av temperaturen, trots att man
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A inte annu lyckats finna den matematiska funkt-
y ionsformen’. | detta och dylika fall hjalper man

| sig med en pa empirisk vag stalla upp en tabell
eller ett matematiskt uttryck, som approximativt
kan representera detta funktionssamband.

Man kan pa foljande satt skaffa sig en dverskad-
P lig bild av hur en funktion y=f(x) varierar
med X.

Vi ritar nu upp tva mot varandra vinkelrata’
axlar, koordinataxlar X, x och Y, y3. Deras

v

skarningspunkt O bendmns origo, x| X

-8 abskissaxel (x-axel) och v,y ordinataxel (y-

-4 y, 2 axel).
Ett ssmmanhdrande par av varden pa variabler-

Fig. 1. Koordinatsystem na, t.ex.x=2 och y=4, representeras av en

punkt P i planet, som ligger pa avstandet 2 fran

ordinataxeln och pa avstandet 4 fran abskissaxeln. Man kallar dessa avstand punkten P:s koordinater:

x =2 dess abskissa (x- koordinat) och y=4 dess ordinata (y-koordinat). (Betecknas variablerna med

andra bokstéver an x och y, dndras uppenbarligen bendmningarna inom parentes i enlighet darmed.) P

betecknas som punkten (2, 4). Vid utsattande av punkten P tar man hansyn till koordinaternas tecken, sa

att positiva varden vanligen avséttas fran origo i de a figuren med pilar forsedda riktningarna, negativa

at motsatt hall.

Planet delas genom axlarna i fyra axelvinklar eller kvadranter x Oy (1:a), xloy (2:a),

xlOyl (3:e) och x Oyl (4:e).
Alla de punkter, vilkas koordinater satisfiera ekvationen y =/ (x) bildar tillsammans en linje (kurva,

diagram), som utgor den grafiska (geometriska) bilden av funktionen y =/ (x). Linjens ekvation be-
tecknas

(1.8) y=f(x).

Askadliggér man funktionen y = 2 x * grafiskt genom att axelsystem pricka in t.ex. de i férut angivna
tabell sammanstallda vardeparen pa x och y, finner man, att funktionskurvan blir en rat linje genom
origo (fig. 1).

| . o ) .
| man en kroklinje, som gar genom origo och ligger sym-

/ ] 8 | T . o . - 2 o
Y] / —;f a1 Gor man p& samma sitt med funktioren y=x" , erhaller
[ B 58

metriskt omkring positiva y-axeln (den heldragna kurvan i
/* 111711 fig.2). Denna kurva kan ségas utgora en” grafisk kvadrat-
] \ N / vl || tabell”, da den kan utnyttjas for bestamning pa kvadraten y

ket L L pdetttal x.

; 35 5 Det tal, vars kvadrat skall erhallas, hittar vi tydligen pa x-
Sl x| axeln, och motsvarande y-vérde utgor den sokta kvadraten.
P Men samma kurva kan man ocksa omvant anvanda for att
L g dra kvadratroten ur ett tal, siledes som “grafisk kvadra-

Fig. 2. Koordinatsystem trottabell”.

' Ar 1948,

? Axlarna behéver inte nddvandigtvis vara vinkelrata, man kan ocksa anvanda ett snedvinkligt axelsystem.
* Se fig. 1.

¢ y ar direkt proportionellt mot x; proportionalitetsfaktorn = 2.




Begreppet derivata

2.1 Derivatans geometriska betydelse

Om y=/(x), kallar man gransvardet lim 0% derivatan av y med avseende pa x.
Ax— X

Namnet derivata’ p& lim OAA—y betyder, att detta gransvérde utgor en av y harledd funktion av x.
Ax— X
Som kortare beteckning for denna funktion anvander vi narmast y' (lases y-prim). Alltsa

Def.: 2.1 y'= lim 0%

Ett annat ofta anvént sétt att beteckna samma gransvérde &ar %; harom mera langre fram under dif-
X

ferentialer och differentiering.

Att bestimma derivatan av en funktion kallas att derivera funktionen.

Exempel 9. Derivera funktionen (1) y:x3 —3x

3

Av den givna ekvationen farviy + Ay= (x + Ax)" — 3 (x + A x). Utvecklar vi parenteserna far
_ 2 3 o

vi (2) y+ Ay=x3 +3xAx+3x (Ax)" + (Ax) —3x-3Ax Ersatter viyi(2) medy

2 3
i (1) frvix’ —34+Ay=x +3x Ax+3x (Ax) + (Ax)’ —3A-3Ax—
Vi kan forkorta bort de inledande tva termerna i VVL? och sedan dividerar vi bada leden med A x och

far: Ay _ 3 x2 —34+3x-Ax+ (Ax)z Gransovergangen nar Ax — 0 ger nu
" Ax

V'=3x =3 4+0+0>y'=3x —3

Av vad som har anforts betraffande en kroklinjes stigning framgar, att derivatan geometriskt betyder
stigningen hos funktionskurvan. (Detta under forutsattning att funktionen avbildas i ett ratvinkligt
axelsystem med samma enhet efter de bada axlarna. Definitionen pa begreppet derivata &r dock obero-
ende av det satt, varpa man grafiskt representerar funktionen). Med kannedom om derivatan av en
funktion kan man darfor berdkna funktionens stigning i olika punkter. En positiv derivata anger, att
kurvan &r stigande (funktionen vaxande). En negativ derivata betyder, att kurvan &r fallande (funkt-
ionen avtagande). Att derivatan ar O innebar, att kurvans tangent gar parallellt med x-axeln (horison-
tellt). Ju stdrre derivatans numeriska varde ar, desto hastigare véxer (eller avtar) funktionen och desto
mer vertikalt forloper kurvan. Ju mindre det numeriska vardet &r, desto langsammare véxer (eller av-
tar) funktionen och desto mer horisontellt forloper kurvan. En konstant derivata anger, att kurvan ar en
rét linje (funktionen linjar).

Ex. 10. a) Bestdm, var funktionskurvan i foreg. ex. har horisontell tangent, dar den varken &r stigande
eller fallande samt ange stigningen (och stigningsvinkeln i de punkter, dar kurvan skér x-axeln).

b) Teckna kurvan.

Da derivatan »' ar en funktion av x, kan den, i likhet med den ursprungliga funktionen y, grafiskt

representeras av en kurva, som man erhaller genom att avsatta y' efter den vertikala och x efter den

! Derivare (lat.) = hirleda.
VL - vinstra ledet.
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horisontella axeln. En sadan derivatakurva ar det lampligt att teckna for att uppna dverskadlighet be-
traffande derivatans variationer.

Ex. 11. Aské&dliggor grafiskt derivatan av den i foreg. ex. studerade funktionen. (Anvand t.ex. samma
axelsystem som for den ursprungliga funktionen).

2.2 Grafisk derivering
Derivatas geometriska betydelse ger oss méjlighet,

} ) som ofta utnyttjas i den tillampade matematiken, att
V—\v\ aven om funktionen endast foreligger i form av en
‘ i 1 B kurvay (fig. 12), konstruera motsvarande derivata-
| kurva y’. For detta &andamal drar man tangenter till y
i tillrackligt manga punkter och genom en punkt
P (- 1, 0) med dessa tangenter parallella rata linjer.
Genom dessa linjers skarningspunkt med y-axeln
drar vi sedan vagrata linjer. Dessa traffar de genom
motsvarande tangeringspunkter pa kurvan y dragna
lodrata linjer i punkter, som nu hamnar pa derivata-
kurvany’.

{
H
@
4
g
|
|

Fig. 12. Grafisk derivering

Genom de s& erhéllna punkterna kan kurvan y’ ritas upp med hjilp av en kurvmall.® (Arbeta man med
tva vinkelhakar, underlattas konstruktionen med de parallella linjerna fran Py till y-axeln, parallella
med respektives punkts tangent pa kurvan y.)

Ex 12. Rita upp en godtycklig kurva y och konstruera motsvarande derivatakurva y’.

2.3 Derivatan av en konstant

| stallet for att vid berakning av varje funktions derivata som vi har gjort i det foregaende da vi gick
tillbaka till definitionen pa derivatan, blir det i langden bekvamare att harleda vissa enkla funktioners
derivator jamte nagra deriveringsregler for sammansatta funktioner.

Ary=a (konstant), ar y en funktion av x: Mot varje varde pé x svarar ett bestamt vérde pa y, namli-
gen a. Far x tillskottet A X, blir tydligen A y=0 Séledes ar % -0 och
X

(2.2) y’ =0.

Resultatet framgar dven grafiskt, da ekvationen y =g representeras av en rét linje parallell med x-
axeln och pa avstandet a fran axeln. Kurvans stigning och déarmed derivatan ar saledes konstant = 0.

2.4 Derivatan av potensfunktionen y = xn 4
Ger man x tillskottet A X, far y ett tillskott A y, som bestams ur ekvationen y + A y= (x + A x)"

och ersétter viy med x"° farvix' + A y=(x+Ax)" > Ay=(x+Ax)" —x". Dividerar vi nu

n n
bada leden med A x far vi 22 - (X HAX)” =
A X A X

For att kunna dividera hogra ledet sétter vi x + A x=x = A X=x, —x

* Eller med hjilp av ett dataprogram, t.ex. ”Maple 16” eller liknande.
* n en konstant.
® Fran potensfunktionen.
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Exponentialfunktionens derivata

For harledningen av denna funktion maste vi kanna gransvardet av funktionen [

1 zZ
1+ — |, narz
zZ

vaxer dver alla granser. Féljande tabell innehller nagra z-varden jamte motsvarande med 3 decimaler

angivna funktionsvarden.

z -10 000

-1000

-100

-10

10

100

1000

10 000

z

(1)
z 2,718

2,720

2,732

2,868

2,000

2,250

2,370

2,441

2,594

2,705

2,717

2,718

Tabell 4. Gransvardet av funktionen e

For z-varden numeriskt storre an de i tabellen upptagna far vi samma funktionsvarden (med den an-

givna noggrannheten), som tabellen visar for £ 10 000. Detta later oss formoda (det stranga beviset
utelamnar vi har), att funktionen narmar sig ett gransvarde, nér z vaxer over alla granser. Detta gréns-
varde, som é&r ett irrationellt tal, betecknas med e och utgér bas i det naturliga logaritmsystemet. Nér-
mevérdet med 9 decimaler: e = 2.718281828 (Angdende dess berdkning, se oandliga serier sid. 232.)"

Vi hérleder nu derivatan av exponentialfunktionen

3.1

X

y=a

(1) (aen positiv konstant).

Vi tillfor x som vanligt tillskottet A x . Motsvarande tillskott A y iy far vi ur ekvationen

(2) y+Ay= AT Ersatter vi yi(2) med 4" fran (1) och subtraherar bida leden med & far vi

x+Ax X
Ay=a —a

Ay _

Ax

ax+Ax_

Ax

X
a

—

Ax

A
Ay _F

Ax

an_l )

For att nu vid gransovergangen fa anvandning for det ovan angivna gransvardet satter vi det sista bra-
kets taljare (3) o2 —1=L = 42" =1 + L, och efter logaritmering f&r vi
z z

4) szloga(l +%)

Vifarnu Ay _ .
Ax

1

z-loga(l +

7)

2y
Ax

X

1

LY
10ga[1 +?j

Léter vi nu A x g& mot noll, g&r z mot oandligheten (a“* gér ndmligen mot vérdet 1 och darmed

L mot noll). Alltsa

z

3.2)

'

y =a

1

1

log,(e)

1

Da emellertid Jog (e) =
a

(3.3)

g (a) In(a)

y'=a +In(a).

Ar speciellt a=e, alltsd y=¢", blir derivatan

! Exempel 170.

, kan vi aven skriva
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(3.4) y'=e,

endr In(e) = 1. Exponentialkurvan y =g, som i fig. 13 ar ritad for
a =2, &rstandigt stigande eller sténdigt fallande,
allteftersom a ar storre eller mindre an 1, da deriva-
tan &r positiv, resp. negativ.

EX. 24. a) Berékna stigningen och stigningsvinkeln

hos kurvan y= 2" i den punkt, dar kurvan skar y-
axeln.

b) Samma uppgift for kurvan y= (

Y

¢) Rita kurvan.

3
Ex. 25. Deriveray= e (funktion av en funktion).

Fig. 13. Exponentialkurvan y=2"

3.1 Losningsforslag

Ex. 24.a) For y=2" &r derivatan y'=2" « In(2) och for x=0 far vi
y'=1-+0.693 — tan(0.693) = 34.73°

b) For y= [%)x ar derivatan y' = (%)xln(%J och for x=10 far vi
y'=1+(-0.693) — tan( - 0.693) =-0.012°

4 ) 0 4 6 8 10
X

-5

Graf. 15. Exponentialkurvan y= (

o=
N————~
=
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Logaritmfunktionens derivata

Logaritmfunktionen y = loga(x) (aen pos. konstant, logaritms bas) kan deriveras med kdnnedom om

exponentialfunktionens derivata. Enligt logaritmdefinitionen kan funktionsekvationen skrivas
4.1) a’ =x

Deriveras denna ekvations bada led med avseende pa x under iakttagande av, att vénstra ledet ar en
funktion av en funktion, far vi

a-n(a)y'=1—-y= eller
(4.2) y'=—-log (¢)

Ar speciellt a=e, alltsd y=1In(x), blir

(4.3) y=-1

Logaritmfunktionen ar avbildad i fig. 13 for ¢ =2 Da denna funktion ar den inversa
exponentialfunktionen, kan den ena funktionskurvan erhéllas av den andra pa sid 3 angivet sétt (se
fig. 3).

Ex 26. Berakna stigningen och stigningsvinkel hos kurvan y= logz(x) i den punkt, dar kurvan skar

x-axeln.

Ex 27. Derivera y = log5(1 + 3x2) (funktionen av en funktion).

1
0g5(e) 6

Svar:y'z a2
X

4.1 Losningsforslag

Ex 26. Eftersom m=1log (¢) — a" =c farvinary=0 for uttrycket y=log2(x)
a

0= 1og2(x) — 20 =x — 1 =x Visernu att kurvan skér x-axeln vid x = 1.

Sétter vi in olika varden pa x och plottar dem far vi:

y=log,(x)

=553°

[y
I
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Graf. 16. Funktionen y=log, (x)

. log (e)
. 1 1 g 1 In(e) 1
Derivatan av uttrycket ary'= —.log_(¢) — y'= — —— = —. —
y x g2( ) Y X 10ge(2) x In(2)
=1 1 — A forarctan(1.442695) =~ 55.27° = 55.3°

Y ST Oeoarar 42095 ( )
log.(e

Ex 27. Derivatan av y=log5(1 +3x%) blir y' = L)Z.6x —
(1+34)

— = 6 x Sy = 3.7281x

In(5) 1435 14357

4.2 Ovningsuppgifter

Derivera féljande funktioner:

6117. y=3In(x) ; 6118, y=log (x') ; 6119. y=In({x) ; 6120. y:ln(%) ;
X

6121, y=x-In(x) ; 6122. y=5x-log (') ; 06123 y=20X) 4124 o X .
a X loga(x)

6125, = (x+1)-In(x) ; 6126, = 111(;) 9127, yzzﬁ-loge(x)
X ¢

6128. y=In(2+3x) ; 6129. y=In(a+bx) 6130. y=log (1 +x°) ;
a

6131 =t 1) ¢ 6132 =2 (1 +xIn(x))’; 6133, y=in( 12

“—1 X

. n—1
6134 y= (In(x))?; 6135, y= (%) 136 = [Ta()

X

6137, y=1n(/3 +2° ) 6138, y=In(a+yx)"; 6139, y=In(x+J1+42);

6140. y=1log [—2—); 6141 y=In(In(x)) ;
N1+

0 = u x+ta A _ X 2_ .
0142. y ln( T a )+ln( a), 6143. y=In(e +1) X,

6144. y=In(1 +¢&) — -~ —x; 6145, y:ln( axx—f;j :
€ a +

! Se S. Eriksson, Matematik Del I, (8.6) sid. 106 .
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De trigonometriska funktionernas deri-
vator

For hérledningen behdver vi kdinnedom om grénsvérdet av (1)

sin(a) ndr o gar mot noll.

Lat o (fig. 14) vara en spetsig vinkel mitt i bagmatt (radianer’). Cirkelb&gen 4 B ir alltsa, o lingd-
enheter om radien = 1 langdenhet. Vidare &r O4= OB=1, BC=sin(a) och O C=cos(c.) samt

AD=tan(a) .
a/

D

o c 17
Oi /

—

Fig. 14. Ratvinklig triangel OAD

Vidare éar:
arean for triangeln: (2) oBC= %Sin(a) -cos( )
2 . (x 1
- sektorn: (3) OBA=1-1'1-— =—a
2n 2
triangeln: (4) 0D A= %tan(oc)

Enligt fig. 14 far vi foljande samband:

triangelnOB C | < | sektornOBA | < | triangelnODA | gller

®) %sin((x) -cos(a) < %(x < %tan(oc).

! Detta vinkelmatt, det vanliga vid studiet av vinkelfunktioner, férutsitter vi i det féljande.
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Dividerar vi nu uttrycken (5) med %sin(a) (positivt), far vi

°.1 cos(o) < —%— < —1
-4 (o) sin(a) cos(a)
Gar nu o mot noll, nérmar sig cos(o) och obegransat vardet 1, varfor aven — % och
cos( o) sin( o
darmed ocksa M, gar mot samma vérde 1. Vi har alltsd funnit genom induktion:
o
(5.2) _ :
lim sin( o) 1
a—>0 o

OBS! Vi kan inte direkt bevisa satsen, men val genom induktion.

s sin( -0 sin( o . .. .. .. . o . .
Da (ca) _ sin(a) inses, att satsen géller &ven om o ndrmar sig O fran den negativa Si-

o o dan. (Enligt satsen kan sinus for en liten vinkel med god approximat-
ion bytas ut mot vinkeln, métt i bagmatt.)

5.1 Sinusfunktionens derivata
1) y=sin(x)

Om vi dkar x med A x ges aveny ett tillskott A y .
(2) yv+Ay=sin(x+Ax) = Ay=sin(x+Ax)—y (3)

Ersatter vinu yi (3) medy fran (1) farvi — A y=sin(x + A x) —sin(x) (4)

Enligt additionssatsen for sinus” far vi:

— A y=sin(x) -cos( A x) +cos(x)-sin( A x) -sin(x) (5)

Genom omflyttning far vi:
A y=cos(x)-sin( A x) +sin(x) -cos( A x) -sin(x) (6)

Genom utbrytning av sin(x) far vi:
— A y=cos(x) -sin( A x) +sin(x)-cos(Ax—1) (7)

Genom tillampning av formeln for dubbla vinkeln fér sinus® och cosinus® far vi
A y=cos(x)- (2-sin[ % ij -cos( % Ax) ] + sin(x)- ( (cosz( % Ax) —sinz( % Ax) — 1) (8)

Genom utbyte av den “trigonometriska ettan” °, far vi:

(9) Ay=2 cos(x)~[sin(%Ax)'cos[%ij + sin(x)'(cosz[\%\A{] 72'sin2[%Ax) cosz(}g))

? Se (20.3) sid. 247 Del I, sin( o + B) =sin( o) -cos(B) +cos( ) -sin(B)
*Se (20.7) sid. 248 Del 1, sin(2 o) =2 sin( o) -cos( o)

*Se (20.8a) sid. 248 Del 1, cos(2 o) = cos*(at) -sin’( )

®Se (12.5) sid. 176 Del 1, sin®(a) + cos*(at) = 1
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De cyklometriska funktionernas deriva-
tor

Det har visat sig andamalsenligt att infora och rakna med de inversa trigonometriska funktionerna
(liksom man t.ex. infort logaritmfunktionen som den inversa exponentialfunktionen). Dessa nya funkt-
ioner kallas cyklometriska eller arcusfunktioner. For den inversa sinusfunktionen anvandes skrivsattet
y=arcsin(x) som anger, att y & den b&ge" (arcus), vars sinus &r x eller sin(y) =x .

Ovriga arcusfunktioner &r arccos(x), arctan(x) och arccot(x). Funktionskurvorna, far vi fran
motsvarande trigonometriska kurvor genom ombyte av x- och y-axlarna, se fig. 16.

4y
27 '
2 I Vi ser, att mot varje x-védrde svarar oandligt
e manga y-varden och att funktionerna, som de
o hér definieras, alltsa ar oandligt mangtydiga.
s For att fa dem entydiga far vi begransa kur-
vorna till de i fig. 16 heldragna delarna, som
"\ stracker sig mellan y-vardena
arccos .
(2 | i T g
- = och + = for
/ 2 2
/ arcsin(x) ocharctan(x), och mellan
R 'z M oo
VAR et T % y-vardena 0 och  for arccos(x) och
A erete s S arccot(x).
; R | Yt
I __..__--__-:'7.___--_._-::__
1 i

Fig. 16. De cyklometriska funktionskurvorna

Derivatorna av de cyklometriska funktionerna kan vi med kdnnedom om motsvarande trigonometriska
funktionernas derivator harleda pa foljande sétt.

(6.1) y=arcsin(x) -kan skrivas:

(6.2) sin(y) =x

Denna ekvations bada led deriverar vi nu med avseende pa x under iakttagande av, att véanstra ledet ar
en funktion av en funktion av x. Vi far:

cos(y)-y'=1—y'= Sy sy = ——
cos(y) 1-sin?(y) 11—+
“ (6.3) { y = arcsin(x)
v 1
y =
1—x°

' OBS, att vinkeln hir redovisas i bagmatt.
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Endast det positiva tecknet framfér rotmérket kommer ifrdga, da arcsin(x) enligt den gjorda in-
skrankningen alltid &r véxande och dess derivata alltid positiv.

Med samma metod far vi:

(6.4) y=arccos(x)  kan skrivas
(6.5) cos(y) =x som deriveras pd samma satt som ovan
cos(y) =x —-sin(y)-y'=1— y'=- L y' =

1 1
) DA ———— T —

Har valjs minustecknet, da arccos(x) &r en avtagande funktion.
** (6.6) { y = arccos(x)

UL p—
l—x2

(6.7) y=arctan(x)  kan skrivas

(6.8) tan(y) =x som deriveras pd samma sétt som ovan

tan(y) =x — y'=1-y= Cosz(y) —» Genom att dividera HL med 17 far vi

cosz(y)
—y'=— cos’(y) —— som efter forkortning av téljare och namnare med cosz(y) far vi
cos”(y) +sin“(y)
—y'= % men enligt (6.8) & tan(y) =x sdvikanskriva — y'=

1 + tan?(y) L+ 2

y'=
l—i-x2

 (6.9) { y = arctan(x)
1

Pa analogt satt far vi:

(6.10) y = arccot(x) kan skrivas
(6.11) cot(y) =x som deriveras pd samma satt som ovan
cot(y) =x — - > y'=1-y'=- sinz(y) — Genom att dividera HL med 1far vi
sin“(y)
.2
—y'=- sin”(y) — som efter forkortning av téljare och némnare med sinz(y) far vi
sinz(y) + cosz(y)
—Sy'=- 1 men enligt (6.11) &r cot(y) =x sdvikanskriva — y'= - —!
1 + cot?(y) s
* (6.12) {y—arccot(x)
1
Y 1+

21 :cosz(y) + sinz(y)
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Nagra funktioners derivator

7.1 Derivering av funktioner i implicit form

En ekvation innehallande x och y som inte &r 16st med avseende pa y, framstéller y som funktion i
implicit' form av x. Vill man bestimma y:s derivata med avseende p& x, kan man ofta ur ekvationen
l6sa ut y, och darmed erhdlla funktionen i explicit’ form, och sedan verkstalla deriveringen.

. 22 2 . . .
Ex 30. Derivera x +y =a (aen konstant, radien i den cirkel, som ekvationen representerar), ger

2 2 2 2 2 2 [ 2 2 . .

X +y =a —y =a —X _’y:i a —Xx som efterderlverlng ger
-2 x y - X .

- :_'_—,

2 2 Y 2 2

a —X a —X

(De ovre tecknen, likasa de undre, i y och y> motsvarar varandra; funktionen &r tvatydig.)

=11,
y'=t

Man kan emellertid ocksa derivera ekvationen direkt med avseende pa x enligt den metod, som forut
upprepande ganger anvants vid harledning av inversa funktionens derivator. Har har man att iakttaga,
att y ar en funktion av x.

Ex 31. Deriverar man foregaende exempel enligt detta far vi:

2 2 2
X +y =a —=2x+2yy'=0-y'= —5—; —y'= —f ;
| derivatan ingar har y, vilket gor den till formen enklare, men da y ar en funktion av x, blir ocksa deri-
vatan en funktion enbart av x.
Att det senast erhallna uttrycket pa y’ dverensstimmer med det forut funna vérdet, framgér vid insitt-
ning av den explicita y-funktionen. Om funktionen inte kan ges i explicit form, ar det sist visade deri-
veringsexemplet det enda anvandbara. y'=-% — =X = X

Y (12 —)CZ a2 —x2

Ex 32. Soky’, om y=x-¢’. (1)
Har kan vi inte I6sa ut y, utan deriveras ekvationen med avseende pa x, far vi:

y=xd oy +eé oy-xdy = 5y (1—x)=¢ —y-= ¢ > (),
l —x
na
men (1) kan skrivas ¢” = 2 (3). Satter vi in e’ fran (3) i (2) far vi Y= AN y=—"
x 1 —x-e 1_}\%
som efter forlangning med x — y'= —2Y
x(1—y)

Ex 33. Sok y’,omx3 +xy —|—y3:5 ;
Efter derivering far vi:

2
3x2 +x-y‘+y+3y2-y'=0 -y (x+3y2) =—(3x2 +y) _,y':_m

x+3y2

! Underforstadd, indirekt.
z tydlig, direkt.
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7.2 Logaritmisk derivering

Det kan ofta vara lampligt att forst e-logaritmera en funktion och sedan derivera den da erhallna impli-
cita funktionen. Vi kan med fordel tillampa metoden, om funktionen utgdrs av en produkt eller kvot av
flera funktioner, da den &r logaritmerbar.

Ex 34. Derivera funktionen y=./x (x —2) 3\/ x+3 (1);
Vi e-logaritmerar likheten och far In(y) = %111(;() +In(x—2) + %111(;; + 3) som efter derive-

ing blir L.y =L 4 1 I 2):G tt ersitta y i (2) medy i (1) far vi
ring |ryy 2x-|-x_2+3(x+3)() enom att ersatta y i (2) medy i (1) far vi

1 ST N S S
e Y Ty T2 T 3kx+3)
=y =T e-V5 T3 ) (st ey )

—

2x 2 3(x+3)
2 2 2 2
L= 3-(x +3x—2x—6)+6x + 18x+2x" —4x Sy = 11x"+17x— 18 , som efter hyfs-
6x(x—2)(x+3) 6x(x—2) (x+3)

1122+ 17x— 18

6vx o (x+3)° |

Denna metod ger oss aven en majlighet att kunna derivera ett exponentialuttryck, dar bade bas och
exponent &r variabla.

ning och inséttning av den givna funktionen ger — ' =

2
Ex 35. Derivera y=x" ;

Vi far efter logaritmering In(y) =x2-1n(x) och efter derivering

2
iy'=x2-% +2xIn(x) = y'=xy (1 +2In(x)) —>y':xyln(ex )

Metoden kan man ocksa anvanda for att allmént harleda derivatan av funktionen x' , dar n far vara ett
godtyckligt reellt tal.

7.3 Derivatan av potensfunktionen y = xn3

AVy:x" (1) far vi efter logaritmering In(y) =n-In(x) som efter derivering blir
L= =y L (2). Ersatter viy i (2) medyi (1) far vi
y x X

' ! ' n—1
—)y :n-__)y:n.x
X

 (7.0) y=x
{y'zn-xn_l .

3
n en konstant.
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Funktioners maximi- och minimivarden

Betraktar vi kurvan i fig. 17, ser vi, att i punkt A &r y-vardet (ordinatan) storre, i punkt B mindre &n i
narmast angransade punkter pa kurvan.

by Man kallar A en maximipunkt och B en
minimipunkt. Den funktionen, som kur-
van representerar, sages for det mot
punkten A svarande x-vérdet ha ett max-
iminimivarde och ett minimivarde for
det x-varde, som hor till punkten B. Da
kurvans tangent i saval A som B loper
parallellt med x-axeln, framgar av deriva-
tans geometriska betydelse, att y'=0 i
~ bade i max- och min-punkter. Da kurvan
4 emellertid fére en max-punkt &r stigande
och efter densamma fallande (som van-
Fig. 17. Maximi- och minimivarden’ ligt i pos. x-axelns riktning) g&r y" i en

sadan punkt 6ver fran positivt till negativt varde. | en minimipunkt blir férhallandet omvant.
I punkterna C och E, som tydligen inte & max.- eller min.-punkter, ar ocksa tangenten parallell med x-

axeln och saledes y' =0, men y' andrar inte dar tecken, ty pa bada sidor om C och (E) ar kurvan sti-
gande (fallande) och darfér derivatan y' positiv (negativ). Punkterna C och E &r inflexionspunkter?
med vagrat tangent’,

Det utmarkande for max.- och min.-punkter ar alltsa, att y' i dem byter tecken. Om ' &r en kontinu-
erlig funktion, kan teckenvaxling inte ske utan att »' passerar vardet 0. (Punkten D, i fig. 17, kan dven
anses vara en max.-punkt, liksom F en min.-punkt, och y' byter ocksa dar tecken, i det y"i D slar 6ver
fran + oo till -o0 och i F fran ett visst andligt negativt till ett &ndligt positivt varde, men y' antar inte
vardet 0 i D och F. | fortséttningen bortser vi fran sadana max.- och min.-punkter, dar »' och aveny,
ar diskontinuerlig®

For att bekvamt bestamma, hur derivatans tecken andras i den punkt dar y'=0 d.v.s. avgors om punk-
ten ar en max.- eller min.-punkt, bildar vi funktionens 2:a derivata »". Om y" &r negativ i punkten,
anger detta, att den funktion »', vars derivata y" utgor, ar avtagande och att teckenvaxlingen for '
saledes ar + 0 -. Punkten ar da en max.-punkt. Daremot utvisar ett positiv »" teckenvéxlingen

- 0+ fory' och allts& en min.-punkt. (Teckna enligt metoden grafisk derivering, fig. 12°, kurvorna

for y'och »" till den i fig. 17 avbildade funktionen.)
For bestamning av en funktions max.- och min.-varden far vi alltsa foljande regel:

Man bildar y', som satts = 0, varpa denna ekvation léses. For en rot, som gor den déarpa bildade »"
negativ, férligger ett max. hos funktionen; fér en rot, som gér y" positiv, féreligger ett min.°

! Det ar uppenbarligen inte fraga om absolut storsta eller minsta y-vardet, utan om ett relativt max.- eller min.-
varde.

z Inflexionspunkt = vandpunkt.

® Se sid 75.

* Se dven ex. 6341, och 6342 ovningsuppgifterna.

° sid 16.

e Minnesregel for tecknet hos V" : negativ — max., positiv —min.
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Exempel 41. Sok max. och min. av funktionen y=x3 — 6x2 +9x+3.

Derivering ger y'=3 x2 — 12 x + 9 som blir 0 fér x = 1 och 3.
y"=6 (x —2) arneg. for x =1 och pos. for x = 3.

wy =7forx=1, y =3 forx=3. Teckna kurvan!
max min

Exempel. 42. S6k max. och min. av funktionen = >
1 +x

(1421 SETIN VZL—?Z R ,:1;)622 blir Ofor x=+ 1.
(1+x2) (1+x2) (1+x2)
(1+22) (-20) — 0 s 0 g . ; ari
Y= tx7) (= f) — Y ; Detta uttryck pa y" galler endast for de x-véarden, som har intresserar
0 (1 +x2)
0ss, namligen de, som gor y'= 0 (darav beteckningen y"o ). Tecknet for y"o bestdms tydligen av

-y

-2 x, dade ovriga faktorerna ar kvadrater och darfor alltid positiva.
X 1 1. X

- forx=1,-) 1
+ x

max

1 _ for y—-1. — - - __X
vy X ) R
1412 2 min g2 4 (-1)? 2

ymax: 1

=L forx=1; p  =-L forx=-1.
2 2

. y max min

Det kan vid insattning i y" av rotter till ekvationen y' =0 intraffa, att dven y" = 0. Vi far da halla oss
till 1:a derivatan och undersoka, om den byter tecken och i sa fall i vilken riktning. (Man kan ocksa
undersoka hogre derivator an den 2:a, men som vi inte har gar in pa)

Exempel. 43. S0k max. och min. av funktionen y=x3.

y'=3 x2 blir 0 for x=0; y" =6 x blir ocksa 0 for x = 0. Nu ar ' alltid pos. och andrar darfor inte
tecken. Det funna x-vardet ger da varken max. eller min. (Motsvarande punkt pa kurvan ar en inflex-
ionspunkt med vagrat tangent, jamfor punkt C i fig. 17.) Teckna kurvan.

Exempel. 44. S6k max. och min. av funktionen y= (2 — x)4 +1;
y'=-4(2— x)3 blir 0 for x = 2, vilket ocksa intraffar med y". Vi finner for y' teckenvaxlingen
- 0 +, nér x passerar vardet 2. - Voin = 1 for x= 2. Teckna kurvan.

Foreligger funktionen i implicit form, kan vi ga tillvaga pa féljande sétt, som visas i de féljande ex-
emplen:

Exempel. 45. SOk max. och min. av funktionen (1) x2 —|—y2 —xy—3=0;
Deriveringger2x +2y-y'-4 —y' -y=0—-y'2y —x) =y — 2 x—

Sy = r=2x) -1 | Y= 2X =Y. (2) som blir 0 for y=2 x. Denna ekvation (2) bildar
(2y—x) -1 x—2y
tillsammans med den ursprungliga (1) ett ekvationssystem, vars 1dsning’ utgérs av rotsystemen

{xIZI {x2=—1;

=2 Ly=-2

Vi bildar nu 2:a derivatan och far y"o - (x—2y)(2 _32") —0 - D& namnaren &r kvadratisk och ' i
(x=2y)

taljaren ar 0, bestams tecknet hos y"O avx — 2y ,som blir neg. for det forsta (1 —2-2) , men

pos. for detandra (-1 —2-(-2)) rotsystemet.
vy =2 forx=1ochy . =-2 forx=-1.

7 Lasningsforfarande, se kapitel 6 i del I.
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En kurvas konkavitet, konvexitet och in-
flexion

9.1 Inledning

Da vi betecknar en kurva som konkav eller konvex, far vi komma éverens om, att vi avser arten av
kurvans krokning i neg. y-axelns riktning (nedat, kurvan sedd underifran). Sa ar den i fig. 19 tecknade
kurvan konkav inom omradet A B och konvex inom omradet B C. Av derivatans geometriska

Y betydelse framgar, att y' standigt avtar fran
A till B, varfor y" inom detta omrade &r neg.
(utom eventuellt i enstaka punkter, dér y"
kan vara = 0). Pa samma satt finner man, att
»" inom detta omrade ar det B till C &r pos.
(ev. = 0 i enstaka punkter). | Punkten B, dar

3 kurvan &ndrar arten av krokning, andrar "
tecken och gar da genom vardet 0, om y" &r
en kontinuerlig funktion.

X
Fig. 19. Kurvan ar konkav, konvex med inflexionspunkt

En sadan punkt kallas inflexionspunkt (vandpunkt) och dar skars kurvan av sin tangent. (Tidigare har
vi omnamnt inflexionspunkter med vagrat tangent, punkterna C och E i fig. 17, sid. 59.)

Exempel. 48. y=x3 —3) Efter derivering — y'=3 X" — 6 x och 2:a derivatan
Ty —y"=6 (x— 1) . Kurvan dr konkav for x < 1 och
konvex for x > 1 . For x=1 har vi Inflexion.

y"=6 (x — 1) =0 . Teckna kurvornay,y"' och y".

Exempel. 49. y= %(3 — x)4

Efter derivering y'= (3 — x)s- 1 och 2:a derivatan

2 " o
— y"=3 (3 —x)" . Kurvan ar konvex pa émse

sidor om x =3 . For detta x-varde blir visserligen

y" =0, men andrar inte tecken: alltsa ingen inflexion.

Graf. 17. Kurvan - exempel 48 Teckna kurvorna y, y" och y".

y'=3x2—6x
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200

3
Exempel. 50. y= \/;
L

Efter derivering y=x> = —x —y'=

1
3

2:a derivatan blir: _, jn_ 3 e 22X

2\2 4
( 3 j 9.y 3 . ) .
3x Kurvan ar konkav for positiva x
e 2 w2 w2 och konvex for negativa x.
y n y y 3 g ) e O
5 9./ y" ger hér positiva véarden, men
9x 9x forst far vi se till att rotuttrycket i
i y namnaren ej blir negativt.

: yn: _ 2 "n_ 2

R -z
3
' CNES 9 (—x)5

) ' Se graf 19.

For x=0 har vi inflexion, da "
j dar andrar tecken fran

> + 00 — — oo utan att bli 0.
/ : X Andra derivatan ar for x = 0 dis-
Y kontinuerlig, i det den slar 6ver
{ y=-— fran + 00 — -0 .

9-/x Kurvan ar konkav for positiva x.

i ( Teckna kurvorna y, y'och y".

(Angaende krokningsradie som
matt pa krokningens storlek, se

Graf. 19. y - exempel 50 under kapitel 17 ”berékning av

plana kurvors langd Sid 154.)
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Differentialer och differentiering

Den for funktionen y:x2 pa vanligt satt bildade s.k. differenskvoten % =2x+ A xger,dd
X
Ax— 0ochaven Ay — 0farvi — y'=2x.

Aven for en godtycklig funktion bor gélla:

(10.1) LY _ite (1)

dar € (epsilon) — 0, nar A x — 0 och darmed % — y'. . Vérdet av e berorav A x ochi
X
allmanhet ocksa av x.
Det kan ofta vara praktiskt att skriva aven ' sasom en kvot, differentialkvot, av tva storheter dy och
dx , vilka kallas differentialer av resp. y och x. Alltsa

(10.2) % — ', varav dy=y" - dx )

Har later vi dx betyda ett godtyckligt tillskott i x, alltsa dx= A x. Tydligen kommer da dy inte vara
motsvarande tillskott A y i y, da enligt (1) och (2)

(10.3) Ay=y' -dx+edx—NAy= %-dx—!— edx > Ay=dy+e-dx
X

Vad de har ingaende storheterna betyder geometriskt, visas i fig. 31.

& Att dy = AB foljer av, att derivatan geometriskt

betyder tan o. Da A yzAP1 ,ar E'dx:BPI , Vil-

ken stracka blir allt mindre, bade absolut taget och i

forhallande till gy ( tdx _t 0) . nér punkten
ly

P1 pa kurvan narmar sig P.

Harav foljer att € = dx for sma dx.

>

Ax

Fig. 31. Tangens o
Exempel. 67. Bestdm dy och A y for funktionen y=x2, omx=1 ochdx= a)1 b)0.1;
) 0.01; d) 0.001.....

Vifar dy=2xdx — a) 2-1-1=2; b)2-1-0.1=0.2; ) 2-1-0.01 =0.02;
d)2:1:0.001=0.002;....0ch Ay=2xdx+ (a’x)2 — a)2-1-1+ 1°=3 ;
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b)2-1-0.1+0.1°=0.21; ¢) 2-1-0.01 4+ 0.01*=0.0201 ; d) 2-1-0.001 + 0.001> = 0.002001 -

Rita figur.

Att satta A y=dy, vilket ofta sker i den tillampade differentialrakningen, innebér en approximation,
som galler battre, ju mindre Ay - dy (och darmed A y ) ar.

Exempel. 68. Berakna (appr.) det proc. felet i y = a-tan(x), om x=30° och behéaftat med felet
1 o

_ - _ TC o - v . . . )
dx 3 360 rad. For vilket x-varde ar felet i y minst?
Dd 4 ___«a , blir det procentuella felet:
X cos™(x)
7.
LD 100 29 360 ~900"
100 5 100 Sn(20) — 10 Sn(60) 2015=2.0%
5. T
Felet &r minst for x=45°. (100- -2 = 100- —22— — 100- —% < 1.745 = 1.7%).
y sin(2 x) sin(90)

Att differentiera en funktion &r att bilda dess differential. Detta erhaller man enligt (2) genom att mul-
tiplicera funktionens derivata med den oberoende variabelns differential. FOr t.ex. y=q ar

dy=0-dx=0; fdry:xn ar dy=n-xn_l-dx.

De regler, som forut stalldes upp for derivering av en summa, en produkt och en , kommer
aven att galla for differentiering, om ordet derivata utbytes mot differential. Vi far namligen:
(10.4) @ g(u+v)=(u'+v')dx — =u'dx + vidx=du + dv.

(10.5) @ d(uv) = (u-v'+vu')dx — =uvidx+vu'dc=u-dv + v-du.

10.6 o u _vu-uv _ vdu-u-dy
(10.6)  ®a( ) Sy = L

Av kedjeregeln y'=' .z' foljer enligt (2)
(10.7) dy=y -z'dx=y -dz.

Samma varde pa dy far vi, om z ar oberoende variabel (med av x och dx bestamda z- och dz-varden).

Detta att man vid differentiering inte behdver skilja pa beroende och oberoende variabel (regeln om
differentialens permanens), ar det just som gor rakning med differentialer sa anvandbar.

. . . 2
Exempel. 69. Bestdm genom differentiering f‘;’l’ omy=z;z=2 x3 —4.
X

1

1 — sin?(x)

'Sedell(20.11) — L _ 2 och (20.8c) 2 _ 2
cos’(x) 1 +cos(2x) I +cos(2x) 141 —2sin?(x)
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Integraler

11.1 Obestamda integraler

Vi har forut lart oss att av en given funktion bilda dess derivata eller, vilket ju kommer pa ett ut, dess
differential. Utgor t.ex. x? funktionen, bildar derivatan 2 x och differentialen 2 x dx.

Vi gar nu over till den omvéanda uppgiften: att soka en funktion, vars derivata eller differential ar
given. Den sokta funktionen kallar vi integralfunktion eller kortare integral.

Tydligen &r x? en integral till 2 x (eller 2 x dx), men &ven x2 + 5, x2 — 9.7, 0.S.v.

Om i allméanhet F (x) ar en integral till f (x) (eller £ (x) dx), d.v.s. om d{;_(ﬂ =f(x) (eller
X

d F(x) =f(x) dx) , géller detta ocksa om alla funktioner av formen F'(x) + C, dar C &r en god-
tycklig konstant, men inte om nagra andra funktioner®.

Man sager, att 7' (x) + C &r den obestdmda (indefinita) integralen till f (x) (eller f(x) dx)
och anger detta med utskrivsattet: J f(x)dx=F(x) +C

(utlases: integralen Jf(x) dx & F(x) + C), vilket alltsd innebar detsamma som

(11.1) “”;_;x) —f(x) (eller d F(x) =f(x) dx).

Tecknet J kallas integraltecken och C integrationskonstant.

Daf(x) dx=d(F(x) + C) kan man ocksa skriva Jd(F(x) + C) =F(x) + C eller
de(x) dx=f(x) dx och innebar, att:

IntegraltecknetJ- och differentialtecknet d upphéver varandra’

2
Exempel. 73. Av % —2x (eller d(x*) =2 xdx) foljer dex:xz fC

Man inser, att de formler (sammanstallda & sid 52 — 53), som vi tidigare harlett for olika funktioners
derivator, kan vi skriva i integralform. Vi far da nedanstaende integrationsformler, vilkas riktighet kan
pavisas genom det s.k. integrationsprovet: derivering (differentiering) av hogra ledet.

! Det senare pastaendet kan man standigt bevisa, men beviset redovisas inte har.
% Jamfor det analoga forhallandet vid dignitetsupphdjning och rotutdragning, som i likhet med diffe-

n
rentiering och integrering utgér omvanda raknesatt: |/ d =a.
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11.2 Grundintegraler

(11.2) an dx= zn_:_rll +C

For n = -1 ar denna formel inte direkt anvandbar®

(11.3) Ji dx=In(x) + C

X

X

(11.4) d de= -2 + C  Specialfall: Jexdxzex-i-C

(11.9) cos(x) dx=sin(x) + C

(11.6) sin(x) dx= -cos(x) + C

cosz(x)

(11.8) L

dx= -cot(x) + C

(11.9)

|
J
J
) [t +0
|
|

- =arcsin(x) + C= -arccos(x) +c¢
I —x

(11.10) J 1 ix - =arctan(x) + C= -arccot(x) + ¢
0 X

Andra integraler kan man berékna genom att éverfora dem pa grundintegralerna, i det man tillampar
vissa integreringsregler, som utgér omvéndningen av deriveringsreglerna’.

Alla integraler kan man inte utféra pé detta sétt’.

Innan vi 6vergar till integreringsreglerna, skall vi darfor visa, hur man pa grafisk vag kan fa en approx-
imativ bestamning av en godtycklig integral. Metoden &r en omvandning av det pa avsnitt 2.2 sid 16
skildrade forfaringsséattet vid grafisk derivering.

3 Hogra ledet antar obestamd form.
* Avsnitt 2.5 sid. 17 - 25
® For dessa berakningar kan man da tillampa oandliga serier.
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Integreringsregler

12.1 Konstantutflyttning
Att

(12.1) Ja f(x) dx — a.Jf(x) dx - visas genom integrationsprovet.

Regel: En konstant faktor far sattas utanfor integraltecknet.

5
Exempel. 75. Js x4 dx — 5Jx4 dx — 5.% St

12.2 Sonderdelning
Om u, v och w &r funktioner av x, galler:

(12.2) f(” +v—w)dx _)J” dx +Jv dx _JW dx - Vilket visas genom integrationspro-

vet.

Regel: Integralen av en algebraisk summa = algebraiska summan av termernas integraler.

2)6
In(2)

Exempel. 76. J(Zx — % + 2x) dx —>J2xdx —J% dx —I—JZxdx - —2In(x) +

12.3 Transformering (substitution)
Om funktionen under integraltecknet (integranden) utgdr en funktion av en funktion, kan integralen
ofta 6verforas pa nagon av grundintegralerna genom substitution. Hur vi gor visar vi genom att be-

rakna integralen [:J(3 + 2x)6 dx. Sétter vi (3 + 2 x) =z och differentierar likheten far vi

7 7
2d :d R :i ) - g0 :L 6 Z M
x=dz ,varvid dx 2dz Vifarnu 7 ZJZ dz — @ 14

Vid relativt enkla integraler foredrar vi emellertid att inte anvanda substitution, utan vi 6verfor integra-
len pa nagon av grundintegralerna genom transformering.

Har visar vi hur detta gar till med samma integral som ovan.

(3+2x)’

(3 +2x)6d(3+2x)—> T4

1=J(3 +2x)6dx—>J(3 +2x)6d% -1

' detta och foljande exempel pa obestdmd integration satter vi inte ut integrationskonstanten, som far under-
forstas.




118 12 Integreringsregler

dx 1Jd(3x—4)

Exempel. 77. Berdkna integralen [:J ; [=— o %ln(3x—4)
r—

3x—4 3
Exempel. 78. [=Jcos(5x) dx

- ]=Jcos(5x) a’% —>%Jcos(5x) d(5x) — %sin(Sx)

Exempel. 79. [=Je_3 Y dx

_)]:Je%xd( —3x) _)_%J’e%xd( “3x) _)_%e—3x

Ovanvisade exemplen tillhor typen:

1. (12.3) Jf(a +hx)dx — %Jf(a +bx)d(a+bx) —%Jf(z) iz’

Om Jf(z) dz utgor nagon av grundintegralerna verkstélles alltsa integreringen latt utan att man be-

hover utfora substitutionen.

I1. Integraler av formen (12.4) [—JL
2 22
a + bx
kan 6verféras pa grundintegralen Jd_xz = arctan(x) P4 faljande sat:
1 +x
dx 1 dx
I=|—%* _ =Ll &
J &+ & | b2 x>
+ 2
a
a bx bx
_>I_1 dx 1 bd[a) 1 d(aj 1 bx
ST 2 T AT e ab | gy apretan( -
Cli+ == “ 1+(—x) 1+(—x)
a a a
I11. Integraler av formen (12.5) JL
7 22
a —bx

Behandlas pa analogt satt och blir arcsin-funktioner.

IVV. Ofta kan man ta ihop d x och en del av integranden samt skriva om detta som en differential av
en resterande funktion i integranden.

Exempel. 80. Lz N lJM_} _ i(x2+a2) o %
J (x2+a2) 2 (x2+a2) 2 Z(X +a)

Exempel. 81, | (In(x)’dx —>J(ln(x) )%d(In(x)) — +(in(x))’

J X

> Dar hdr z=(a +bx) .
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Integrering av rationella funktioner
(uppdelning i partialbrak)

Integrationen av en hel rationell funktion utfors enligt forut givna regler och erbjuder ingen sarskild
svarighet.

Ar det en bruten rationell funktion' under integraltecknet och gradtalet av téljare ar hogre an eller lika
med ndmnarens gradtal, ett “oegentligt” brék, delar vi upp den i en hel funktion och en “egentligt”
bruten funktion, nar vi utfor den genom brakstrecket angivna divisionen. Ar nu namnaren av 2:a eller
hogre grad, kan det “egentliga” braket uppdelas i partialbrak. Darvid uppldses forst ndmnaren i fak-
torer, genom att satta den = 0 och vi soker rétterna till den sa bildade ekvationen.

Betraffande dessa rotter kan olika fall intréffa:

I. Rotterna reella och olika.

Vi borjar med ett exempel:

_ 2x4—i-3x3 —3x2+3
x3 + ¥ —2x

Utfor vi divisionen, far vi: (13.1) y=2 x4 1 + —2*+3
© P —2x

Vi satter nu brakets namnare = 0 och l6ser ekvationen. Vi bérjar med att bryta ut x och vi far:

Exempel. 91. Lat integranden vara:

X (x2 +x— 2) SOm ger x, = 0. Vi sétter uttrycket innanfor parentesen = 0 och loser 2:a grads ekvat-

; 2 2 1 1 2

fonen som ger’ x” +x=2 — x=-—+ (?) +2 D x=_
—>x=—i+i—>x=l x,=-2.
2 7 2 2 T3

Obestamda koefficientmetoden

M a o namnaren kan alltsa delas upp i tre 1:a grads faktorer och skrivs x (x +2) (x—1).
Vi skriver om vénsterledets (VL’s) ndmnare:
(132) 2x+3 _ A B n C

x(x+2)(x—1) x +x+2 x—1
dar vi bestammer 4, B och C med “handp&laggning” pa foljande sitt:’
Elimineras namnarna, farvi: 2x+3=4 (x+2) (x—1) +Bx(x—1) +Cx(x+2).

—>2x—|—3=A(~x2—x+2x—2) —I—B'(xz—x) +C'(x2—|—2x) —

Skall denna likhet géalla for alla x-varden, maste koefficienterna for samma dignitet av x pa 6mse
sidor om likhetstecknet vara lika.

! Taljare och namnare forutsatter vi inte ha nagon gemensam faktor.

2
2 P 14
Del |, (5.2 =-= — .
ell,52) «x 2 + 2 +gq
® Vi utesluter nimnaren under respektive bokstav som faktor till den samma, egentligen multiplicerar vi bada

leden med VL:s ndmnare.
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(1) A+B+C=0 (x2 saknas i vanstra ledet och koefficienten &r déarfor 0)

Detta ger: (2) A— B+ 2 C=2 (Koefficienten for x ar 2 i vanstra ledet)
(3) -24=3 (Koefficienten for (xo ar 3 i vanstra ledet)

Vifarnufran(3) -2 4=3—-4= _% (4). Satter viin 4 fran (4)i (1) far vi
_% +B+C=0— B= % — C (5). Sétter vi in (4) och (5) i (2) far vi

_% _%+C+2c:2 »3C=5— c:% (6). Sétter vi in (6) i (5) far vi

_3 5 _9-10 _ 1
B_z 3_’B 6 6
cy=2x41— = - ! >

2x 6(x+2) +3(x—l)
Det &r nu latt att utfora J y=dx . De tre sista termerna ger 1In(x) -funktioner, vilket alltid &r fallet,

nar rotterna ar reella och olika.

Jyde S - %ln(x) — %ln(x+2) + %ln(x— 1)

II. Rotterna reella och helt eller delvis lika.

Har ekvationen en n-faldig rot x = a, innehdller némnaren faktorn (x — a)n. Vid uppdelning i parti-
albrak gor vi den ansatsen att lata den namnda faktorn motsvaras av n stycken partialbrak med namna-

ren frén (x —a) upp till (x — a)". Ett exempel skall klargéra metoden.

6x3—3x2+2x+1 N
x4—2x3+x2
3 2
— 2x+1 A B D
:6x 23x+2x+ :_+_2+ C .
xX(x—1) X X (x—1) (x—1)
A, B, C och D bestams som i féregdende ex. Vifarnu: 4=4, B=1, C=2 och D=6.

Exempel. 92. Lét integranden vara: y =

—

Utfor vi ny integrationen, far vi Jydx:J’[i L1, 2 6 de N
X 2 x—1 (x— 1)2
6
x—1

— 41n(x) —% +2In(x—1) —
De 2:a och 4:e termerna integreras enligt formeln for Jx” dx.

III. Roétterna helt eller delvis imagindra.

Vid uppdelning av namnaren i faktorer far vi en eller flera 2:a grads faktorer (om vi inte vill infora
imaginara tal). Varje sadan faktor fr motsvaras av ett partialbrak med 1:a grads téljare.
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Integrering av nagra irrationella funk-
tioner

I. Uttrycket under rotmirket dr av 1:a graden

Utgor integranden en funktion av x och n‘/ ax + b, kan den goras rationell genom substitution

(14.1) "ax+b =z

2
Exempel. 94. [:J 3 X dx
vx+2

3 o . 3
Sittes Vx+2 =z, farvi x=2" -2, varav dx=3 z’dz och 2=/ (x—|-2)2.

2 3 2 6 3 2
IZJs_x dx HJ@ -3z2dz—>J (£ =47 +4)32 dz—>3J(z7—4z4+4z)dz—>

z

—>3(%(x+2)2-3\/ x+2)? - %(x+2)-3\/ x+2)7 +27 (x+2)2] —
3
S 3 (5(x+2)"—=32(x+2) +80)- Y (x+2)° -

40

2 3 2
4—30(5x +20x4+20—32x—64+80).) (x+2)> — 4—3()(5x2—1zx+36)3/ (x+2)°.

II. Uttrycket under rotmirket dr av 2:a graden
Vi behandlar har nagra i integralrakningens tillampningar ofta forekommande integraler av detta slag.

Exempel. 95.

dx—>i 1 dx — 1 d[ijﬂarcsin(i)
a 2 2 a a
a a

N S
v 612 —x2
- . [ 2 2 . . o .
Exempel. 96. [;dx.VI gor substitutionen |/ x = a + x=z . Differentieras detta far vi:
2 2
JN X *a

xd& | gx=dz varav — & &

(14.2) J; dsz'% dz —>J‘§ dz=1In(z) — In(z) =1n(x—|—\/ Y+d )
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. . [ 2 2
Exempel. 97. J a2 —x2 dx kan genom delvisintegration (varvid  a —x =u, x=v) 6verfors

pa integralen i exempel 95.

/ 2 2 2 2
J az—xz dx=x az—xz—J';—xdx_)x/az_XZ_J(a —x)—a dr —

& — 3 2 — 2
2 2 2 2 2
—-xya —x —J a —x dx—!—aJ;dx
az—xz
N 2 2 2 2 2
HafaV-2J’ a—x dr=xJa —x -I-ajﬁdx
a —X

Satter vi in den i exempel 95 beraknade integralen, far vi:
2 2 [2 2 2 )
a —x dx=% Ja —x —I—a—arcsm[ij
2 2 a

Exempel. 98. J x2 + a2 dx behandlas som foregaende integral och vi far:

2
4|’x2+a2dx—>%w/x2+a2+a71n(x+ x2+a2>0Ch

(143) J xz—azdxH%\/xz—az—aTzln(x-l- xz—az);

De mera allméanna integralformerna (14.4) J 1 dx och J\/ axX +bx+c dx,

N axX +bx+ec

dar aven en x-term forekommer under rotmarket, kan man reducera till nagot av de behandlade fallen

utan x-term genom att, pa satt som visas i foregaende ex. skriva a x  + b x + ¢ under formen av tva
kvadrater.

Exempel. 99. j— 1 dx = 1 dx —
J3+6x-45 A_( 2 _ 2)
/ 4 4x 6x + 1
d(Zx— )
— 1 dx —

JUE (-3 JE) (-2

| 6verford pa integralen i exempel 95, varvid g = —"51 och x motsvarasav 2 x ey

I 1 _)i . 4x —3
149 1| e g wein 42
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Bestamd integral

15.1 Grundbegrepp
b
Vi later beteckningenj f (x)dx Vvisa vad vi far, om vi i den obestémda integralen Jf(x) dx efter
a
genomford integrering i stallet for x sétter in den Ovre gransen” b och darifran subtrahera
resultatet vid insattning av den ”undre gransen” a.

b
Om alltsa ff(x) dx=F(x) +C, b"rJ f(x) dx=[F(b) + C] — [F(a) + C]=F(b) — F(a) -
b

J £(x) dx, som har ett bestdmt av x oberoende vérde, kallas den bestamda (definita) integralen

fran a till b.

b
For att markera den omnadmnda inséttningen och subtraktionen brukar man anvénda tecknet I (ut-
lases: substitionen fran a till b) pa satt som visas i féljande exempel. +

4 4

Exempel. 100. Jf(x) dx= I

2 )

Lat oss se , vad den bestamnda integralen innebar geometriskt. Den obestdmnda integralen

F(x) + C representeras grafiskt (se fig. 32, sid 113) av en skara parallellkurvor, en kurva for varje
varde pa C. Skillnaden mellan de mot x=5 och x = @ svarande ordinator blir for alla kurvorna
densamma, namligen F(b) — F(a), och denna konstanta skillnaden anger alltsa den bestdmda
integralen fran a till b. (Ordinatan AB i fig. 32.)

For rakning med bestamda integraler galler foljande tva lagar:

b a
1L (15.1) Jf(x)de —Jf(x) dr.
b

’ b
Lagens riktighet framgér av att (15.2) Jf(x) dx=F(b) — F(a)

och (15.3) ff(x) dx=F(a) — F(b)

b
b c b

(054 [ F(x) dv= [ £(x) det | £ (o) v

a a c

Bevisas analogt med foregaende. Bada lagarnas giltighet inses dven geometriskt.

! (Konstanten C bortfaller alltid vid subtraktionen och har dérfor uteldmnats.)
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15.2 Den bestimda integralen sasom griansvirde féor en summa

Lat F(x) varaen integralfunktion till £ (x), vilket ju innebar, att % =f(x).
X

Liksom i (10.1) sid 103 kan man da skriva:

(15.5) i—f —f(x) +¢

Dire — 0 nir Ax — 0 ochdarmed 2£ _, £(x) eller:
Ax

(15.6)  f(x)-Ax=AF—¢g- Ax"

Delar vi hela omrédet mellan a och b i sddana

oF
e strimlor som ar markerade i fig. 33 och
summerar alla dessa strimlor, vilket vi anger med
b
F(e)-Fre)  tecknet Z (%, sigma, en stor grekisk bokstav),
2 p b b b
v x, 0 -
_______ e farvi: > f(x)- Ax= 2 AF — 2 Ax.
a a a
Vifarnu
) b '
s 2 A F=F(b) —F(a)=Jf(x)dx
o8 & a
1 a xo b 4 a
Fig. 33. Integralen av en summa (se (15.2) sid 137) och

b b

ZS- Ax<e -ZAxZS (b—a),

a 0 7 0

dar 80 ar det numeriskt storsta e-vardet mellan a och b.

b
Later vi nu Ax obegransat ga mot 0, narmar sig ocksa e darmed aven g (b —a) och Z e Ax,
a

vardet 0. Vi far da:

b

157 dim Drw) Ax—J F(x) dr

AX — 0 a
a
Da Ax gar mot 0, gar dven /(x) - Ax mot 0, om /'(x) har ett andligt varde. Men samtidigt véaxer

antalet termer /'(x) - Ax Gver alla gréanser.

Vi har hér visat, att termernas summa da narmar sig ett bestamt gransvarde, namligen en bestamd
integral.

Pa denna viktiga egenskap hos den bestamda integralen att utgora ett gransvarde for en summa beror
just den vidstrackta anvandningen, som integralrakningen fatt inom olika omraden, som vi i det
foljande skall se talrika exempel pa.

% Se fig. 33; Betriffande € dven fig. 31 sid 103.
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Berdakning av plana ytor

Vid uppmétning (i t.ex. mm?) av en plan yta, som helt eller delvis begrénsas av en kroklinje, kan vi
tdnka oss ga till vdga s4, att vi undersoker, hur manga hela kvadrater med 1 mm sida, som rymms
inom omkretsen. For att forbattra det sa erhallna approximativa vardet pa arean kan man ta reda pa,
hur manga kvadrater med 0,1 mm sida ytterligare far rum inom konturen o.s.v. | anslutning till denna
metod kommer vi dverens om att vi med arean A, som inneslutes mellan en kurva y =7 (x) samt
linjerna x=a, x=b och x-axeln (se fig. 33, sid 142), forsta det gransvarde, vartill summan av de
b

”inskrivna” rektanglarna y- Ax gar mot 0. Sdsom vi nyss visats, utgor detta gransvarde av J ydx

b
(16.1) - Azf Vi

b
Vi kan skriva: (16.2) A:J dA, dar dA=ydx.

a

2 2
Exempel. 101. Vi far: A:J ydx=J 2xdx= I x2:4 —1=3

1 1 1
Denna area hade vi kunnat erhalla utan integrationsberakningens hjalp, da den utgors av ett
parallelltrapets och vi i planimetrin lart oss berakna dess area. Visa att bada berakningsmetoderna ger
samma resultat.

Om den sokta arean delvis begrénsas av y-axeln, kan det ofta vara lampligt att dela upp den i
b
smarektanglar parallella med x-axeln, och vi far arean J x dy, integrera med avseende pay(aochb

a

ar granserna for y).

Exempel. 102. Berakna arean mellan kurvan y2 — 2y + x=0 och y-axeln.
Kurvan skér y-axeln for y=0 och y=2 samt att dessa vérden blir granser fory.

2 2 T
'-'A=J0xdy=£) (29— )dv= L (yz—y;] = (4_%) ‘(0_0):1%

Teckna kurvan.

I fig. 33 I6per kurva y=f(x) helt ovanfor x-axeln. Skulle kurvan ligga helt under x-axeln mellan

b b
x=a och x=5h, blirvarje term i E y - Ax negativ. Vi far nu hela summan och aIItSéJ ydx

a

a

negativ. Arean kan da betecknas som negativ. Det positiva matetalet far arean far vi genom att andra
tecknet for integralen eller genom att kasta om granserna, vilket enligt sats | sid 137, medfor en
teckenandring. (Integrering fran b till a innebar, att A x blirneg. och y - A x pos.)
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Om kurvan skar x-axeln mellan a och b t.ex. for x-vardet ¢, far man vid direkt integrering fran a till b
den algebraiska summan av areorna 6ver och under (sats Il, sid 137), varvid arean under x-axeln
upptrader med neg. tecken. Vill man ha summan av areornas pos. talvarden, maste varje area beraknas
for sig.

Den area, som innesluts mellan tva kurvor 2 och ¥y samt réta linjerna x=a och x=5 ( 2 antar
vi dr storre an Y mellan granserna), far vi skillnaden mellan de areor som ligger mellan varje kurva

och x-axeln.
b b b

(16.3) '.'AZJ yldx—J)bdx_’A:J (yl_yz)dx

a a

Man inser, att formeln &r riktig dven om kurvorna ligger helt eller delvis under x-axeln mellan
granserna. Begransas den sokta arean endast av de bada kurvorna, far vi granserna genom att soka
kurvornas skarningspunkter.

Pa liknande satt kan man berakna arean
inom en sluten kurva (t.ex. en ellips).
Integrationsgranserna far vi genom att man
bestdmmer, var kurvan har vertikala
tangenter.

Den area, som inneslutes mellan en kurva
r=f (o) i poldra koordinater samt

o= 0, och o= o, (se fig. 34), definierar
vi som det gransvarde, till vilket en summa
cirkelsektorer med 6ppningsvinkeln A o

Och radien r narmar sig, nar A o gar mot 0
och darmed sektorernas antal mot
odndligheten.

2 " 2
Arean av en sadan sektor ar % A O

Exempel. 103. Berékna arean, som begransas av en dgla av kurvan 7= cos(3 o)
Da kurvan ar symetrisk kring axeln, staller vi lampligen upp ett uttryck for halva den sokta arean,

varvid granserna bliroc=0 och o = %.
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Berakning av plana Kurvors langd

o

ay

o

[ yfix)

I anslutning till det sétt, pa vilket man skulle
tanka sig ga till vaga for att mata langden av en
kroklinje, definierar vi en kurvas langd som det
gransvarde mot vilket langden av en av sma
kordor bestaende bruten linje (se fig. 36) stravar,
nar varje korda gar mot 0.

L&ngden av en korda blir enligt Pytagoras sats

=4 A

Fig. 36. Kroklinjens Iéingd

2
- [ A2 2 / A
b ¢ Ax +Ay — 1+(A—i) " Ax

For kurvans langd s mellan a och b galler da:

b
(17.1) SZAI;IEOi/ 1+(%]2- AxJ [ 1+ (%)2 d

Vi kan alltsa skriva:

a

b
s=J ds, dar ds= | 1+(%]2 dr — ds =/ d +dy’;

a

Man kan vid integration dven valja y som oberoende variabel, och vi far da:
2
ds= [ 1+ (%) -dy (aochb ar da granser fory).
ly

Exempel. 106. Berékna langden av kurvan 3 x + 4 y= 12 mellan dess skarningspunkter med

koordinataxlarna.

Granserna for x blir 0 och 4. Loser vi ekvationen med avseende pa y, far vi:

Tak
-
+
4=
2
|
[

-

4

Graf 34. Linjér linje

d
_ 3 4y _ 3
y=-=x+3, varav =
4
cds= |14 ——dv=dy: s=| Sdv—
16 4 z
0
5 + 5 5-4
_)S:?JOdXHS:Z(“_O)_)S:T:S

| detta fall hade vi inte behdvt anvanda oss av integrering, da
kurvan &r en rat linje, vars langd mellan uppgivna punkter kan
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erhéllas ur Pytagoras sats, som ocksa ger resultatet 5.

Ar ekvationen for den kurva, vars langd skall beraknas, given i polara koordinater r och a, infor vi
dessa koordinater i uttrycket for ds i stallet for de ratvinkliga koordinaterna x och'y.

Av ekvationerna x=rcos(o.) och y=rsin(o) * far vi genom dess differentiering:
dx=-rsin(a) do +cos(a) dr och dy=rcos(a) do +sin(a) dr.

Efter insattning av detta i uttrycket for ds far vi:

2
dS:/dx2+dy2 = r2doc2+dr2 —ds= | r2—|— (j—;) do.

0c=0c2

Kurvans langd ar ¢ = J ds

OC=0€1

Exempel. 107. Berakna langden av kurvan r=asin(a.).

Vi fér: Z_r =g cos(a) och ds= \/ azsinz(oc) td cosz((x) doa — ds=ada.
o

T
Gréanserna for a dr 0 och m, alltsd ¢ = J ado— s=ma

0
D4 kurvan &r en cirkel med diametern a, stammer vart resultat med den kénda formeln for en cirkels
omkrets.

Pa sid. 75 larde vi oss att med 2:a derivatans hjalp bestamma arten av en kurvas krokning, d.v.s. om
kurvan ar konkav eller konvex. | samband med langdberakningen skall vi nu se, hur man far
krokningens storlek. — Gar vi fran en punkt P (se fig. 37) stycket A s utefter kurvan, andrar sig

da kurvans stigningsvinkel med A .
Som matt pa krokningen k i punkten P véljer vi

gransvardet av AAO‘, nar A s gar mot 0.
S
(17.2)  wk=2%
As

Détan(o) =)', som vi kan skriva o= arctan(y"),

blir do= —"— dx.

1+
2
D& dessutom ds=. 1+~ dx, farvi:
k= —t—
. 2
X (1+2)

Fig. 37. Stigningsvinkeln A Q.

! Se ex. 66, sid. 87.
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Volymberakning

Vi utgdr fran att volymen av en réat pelare’ erhélls enligt formeln:

(18.1)  V=B-h

dar h &r pelarens hojd i viss langdenhet och B dess basarea i motsvarande areaenhet. Volymen V far vi
da i motsvarande volymenhet.

Vill vi fa ett bevis for denna formel, kan vi resonera som foljer:

Lat forst hojden h vara 1 langdenhet, t.ex. mm.

Vi antar, att det inom basareans omkrets rymmes ett visst antal hela kvadrater med sidan 1 mm (arean
i mm?). Inom pelaren ryms dé lika ménga hela kuber med kanten 1 mm (volym 1 mm®). Innanfor
basareans kontur later vi ytterligare rymma ett visst antal hela kvadrater med sidan 0,1 mm (arean 0,01
mm?), varvid tydligen pelaren innehdller ytterligare lika manga 0,00 mm® 0.s.v.

D4 det gransvarde, till vilket summan av kvadraternas areor alltmer narmar sig, &r B mm?, maste
pelarens volym vara B mm®.

Lat nu pelarens héjd vara h mm.

Vi inser till en bérjan, att om man delar en réat pelares héjd i n stycken lika stora delar och genom
delningspunkterna lagger med basen parallella plan, sa blir darigenom pelaren delad i n kongruenta
delar. Utefter pelarens hojd avsétter vi nu s manga hela mm som méjligt. Aterstar ndgot av héjden,
avsétter vi efter detta aterstoden sa manga 0,2 mm som far rum o.s.v. Genom delningspunkterna
lagger vi med basen parallella plan. Ar nu basarean B mm?, innehller pelaren s& manga mindre pelare
av storleken B mm® som héjden innehé&ller i hela mm:; dartill lika ménga pelare med volymen 0,1 B
mm?, som héjden ytterligare innehéller hela 0,1 mm o.s.v. Den réta pelarens volym blir allts& #-B
mm?®,

Vi skall nu visa, hur man kan stalla upp en integral, som galler for volymen av en godtycklig kropp.
Antag att vi vill berakna volymen V hos den del av en kropp, som instangd mellan tva parallella plan
pa avstandet a och b fran ett godtyckligt grundplan GP.

Fig. 38 forestéller ett snitt genom kroppen, lagt
P vinkelratt mot de ndamnda planen. Med hjalp av
plan parallella med GP delar vi upp kroppen i ett
stort antal skivor och erséatter varje skiva med en
/]/\ liten rét pelare, som till bas har skivans ena
' begransningsplan och till hojd avstandet mellan de

bada begransningsplanen. En sadan pelare med
basen B pa avstandet x fran GP, hojden Ax och

alltsa volymen B-A x ar markerad i fig. Summan
av alla dessa raka pelare ar ett approximativt varde
e e .JML ) ; pa den sokta volymen. Med det exakta vardet

o o forsta vi det gransvarde, mot vilket denna summa
stravar, nar alla Ax gar mot 0.

- - - - - -

Fig. 38. Godtycklig kropp

“En prisma eller en (inte nédvandigt cirkular) cylinder med mot basytan vinkelrata sidokanter (generatris).
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b
b
182y - p= liLnOZB-AxJ Bdx

a
Vi kan skriva:
b

(18.3) V:J dy, dar dV=B-dx

| det foljande skall vi tillampa denna formel pa sadana fall, dar B antingen ar konstant eller med latthet
kan uttryckas som funktion av x.

En sned pelare® har tydligen B konstant och lika med basarean B. Kallar vi héjden h och for
enkelhetens skull lagga grundplanet GP i basarean, far vi:

h h
(18.4) sz desz dx=B-h
0 0
Volymen far vi alltsa enligt samma formel, som for den rata pelaren.

For att bestdimma volymen av en pyramid med basen B och hdjden h (fig. 39) soker vi uttrycka den
med basarean parallella snittarean Y som funktion av dess avstand x fran spetsen.

(Grundplanet GP ér alltsa i detta fall lagt genom
pyramidens spets parallellt med dess basarea). Lagger vi
plan genom pyramidens héjd och sidokanter, av Y och B
deltrianglar, som latt visas vara parvis likformiga, da
motsvarande sidor alla har samma férhallande, namligen x
till h. Da likformiga trianglar forhaller sig som kvadraterna
pa likbelagna sidor, blir forhallandet mellan motsvarande
deltrianglar i Y och B och darmed férhallandet mellan hela
areorna Y och B som x till h?.

h h
e Lo varay (18.5) v /—‘:j och (18.6) V:J de:J BL 4. Bh

s 3
0 0
Samma formel maste gélla for en kon (rét eller sned, cirkular eller icke cirkular), da dess volym utgor
gransvardet av volymen hos en i konen inskriven pyramid, vars sidoantal vaxer dver alla granser.

Pa analogt satt harleder vi volymen av en (parallellt) stympad pyramid (h6jden h och basarean)
B, B
| )

pa avstandet hl, hz fran spetsen av den fullbordade pyramiden).

% Sned prisma eller sned cylinder.
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Berakning av buktiga ytors area

Cylinderns och konens buktiga ytor har den egenskapen att de kan bredas ut i ett plan.

Vid utbredning av mantelytan till en rat cirkular cylinder” far vi en rektangel med samma héjd h som
cylindern och med basen = basytans omkrets = 2 & r. Alltsa blir arean

(19.1) 4=27nrh

Breder man ut mantelytan till en rat cirkular kon med sidan s och bottenradien r, far vi en cirkelsektor
med radien s och bagen 2 n r. Dess area ar:

(19_2) A= (basareansomkrezts)-(konenssida) _ (27521”) .S —>A=Tch2

Mantelytan till en (parallellt) stympad kon (rét cirkular) med sidan s samt basradierna g och r, blir,

utbredd i ett plan, en del av en cirkelring. Enligt planimetrin far vi denna area genom att multiplicera

27tr1 +27tr2

ringens bredd s med dess medelléangd , varfor den sdkta mantelarean blir

(19.3) 4=n (rl + r2) S

Storleken av en godtycklig rotationsyta (dven mantelytorna till den rata cirkuléra cylindern och konen
ar rotationsytor) kan vi uttrycka pa foljande satt genom en integral.

Rotationsytan alstras genom att kurvan y =/ (x) mellan x-
granserna a och b roterar kring x-axeln®. Vi ersétter kurvan med
en bruten linje bestaende av sma kordor (se fig. 41). Kordan PPl,

[ 2 2 A 2
av langden / A x +Ay = l—I—(A—y) -A x be-
X -

skriver vid rotation mantelytan av en stympad kon med bas- ot b '
radiernay och y + Ay, samt rotationsytans area A far vi i 4

enligt (19.3). Med den sokta rotationsarean A forsta vi nu det tog.
gransvarde, till vilket summan av alla kordorna alstrade ytornas
areor narmar sig, nar varje korda gar mot 0.

C

yrflx)

Fig. 41. Godtycklig rotationsyta
b

19.4 R Ay Y’ Ay’
(19.4) ._.A:Aggozn(zy—kAy) 1+[E] -Ax_J 2wy 1+(Ej dx

a

b b
. . 2 2 .
Vi kan ocksa skriva: 4 :J 2myds, dards= dx +dy , eller4 :J dA, dardA=2myds
a a
Integrationen kan dven utféras med y som oberoende variabel, da a och b &r y-grénser.
Roterar kurvan kring y-axeln, far vi pa liknande séatt for rotationsytans area formeln:

' En s&dan avses alltid, ndr man i dagligt tal anvander benamningen cylinder.
?Se S. Eriksson, Matematik del 1, sid 229 (18.7) - (18.10).
® Kurvan antas inte skira x-axeln mellan a och b.
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b
(195) 4= j 2 mxds

a
Som tillampning skall vi berédkna arean av ett klotbalte (sfarisk zon): den mellan tva parallella skarande
plan belédgna delen av en klotyta (Fig. 40).

Ytan, dess area, alstras genom rotation kring x-axeln av kurvan (cirkeln) x2 + y2 = r2 mellan x = a
och x = b. Ekvationen ger:

- X varavgs= [ 1+ 5 dv=Ldx
dx y 2 y

b
(19.6) J 2ny-§dx=2nr(b—a).

D& (b — a) Klotbaltets hjd h, blir

(19.7)  A=2mrh

Man inser, att samma formel &ven galler for den buktiga ytans area (kalotten) till ett klotsegment med
hojden h.

Hela klotarean far vi om av formeln genom att satta #=2r. Vi far nu

(19.8) A=4n/
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Tyngdpunktsberakning

20.1 Kroppar

20.1.1 Pyramidens och konens tyngdpunkt

Da vi forutsatter att begreppet tyngdpunkt ar bekant fran mekaniken, likasa den lag, momentlagen, som
tillampas vid tyngdpunktsberokning, skall vi omedelbart visa ett exempel, dar det framgar, att integral-
réakningen &r det naturliga raknesattet vid tyngdpunktsbestamning.

Exempel. 109. Pyramid eller kon

Vi delar upp kroppen (basarean = B, héjden = h) i ett antal
med basarean parallella skivor, som vi approximativt er-
satter med rata pelare. En sadan pelare med basarean Y pa
avstandet x fran kroppens spets och med hdjden A x ar
markerad i fig. 42, som forestaller ett genom spetsen vin-
kelrat mot basarean lagt snitt av kroppen. Om p far be-
teckna massans tyngd av volymenheten hos den homogena
kroppen (som bestar allt igenom av samma amne), blir

p-Y A x pelarens tyngd, som kan ténkas fést i pelarens

tyngdpunkt pa avstandet x + % x fran ett genom krop-

pens spets parallellt med basarean lagt plan (GP i fig. 42).

Tillampar vi nu Fig. 42. Pyramid eller kon

Momentlagen:

Det helas moment = summan av delarnas moment,

i det vi tar moment med avseende pa grundplanet GP, far vi, om X, &r den sokta tyngdpunktens av-
stand fran GP:

xO-Zp-YAx=E(x + % Ax) p-YAx.

Da p kan bortdivideras fran ekvationens alla termer, inser vi, att man kan rakna med volymen i stallet

for massas tyngd. Later vi nu A x ga mot 0, Gvergar summorna i bestamda integraler (x-granserna 0 och
h).

h h
@01 x| yax=| evas
0 0
s B I B . . . .1
Da === V== (se (18.5), sid 160), kan integralerna latt utforas™.
h X h
2
Vi ersétter nu vénstra ledeti (20.1) med X, BTh samt hogra ledets Y med B )2“ och vi far:
h

' D& kroppens volym ar BTh, kan detta séttas in i stallet for integralen i vénstra ledet.
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3
0 3 2 0 3 2
0 0
o
h
_Bh _ B x 3 EF AN 3
—>x0 3 g h2.4 —>x0—4 .\h3\—>x0 4h.

Fran basarean raknat ligger tyngdpunkten alltsa pa %h, 2
Hér liksom vid foreg. tillampningar av integralrakningen har forfaringssattet varit detta: Man delar upp
foreliggande geometriska figur (volym, yta, langd) i smadelar (element) med hjalp av plan pa avstandet

A x = dx (se sid 103) fran varandra.
Varje element utbytes mot ett forenklat sadant (en rét pelare Y dx, en rektangel y dx, en réat linje ds

0.s.V.). En darefter uppstalld summa, innehaller dessa forenklade element, 6vergar, nar dx — 0, ien
bestdmd integral (se (15.7) sid. 142), som beraknas och ger det sdkta: volymen, arean, langden, momen-
tet 0.s.v.

| fortsattningen framhaller vi inte sarskilt, att ett med en differential betecknat element &r ett forenklat
sadant; genom efterfoljande integrering sker ju gransévergangen automatiskt och vi far det riktiga vér-
det av elementet.

Ett annat satt att dela upp i element har vi anvant vid poléra koordinater (fig. 34, sid. 142); aven andra
uppdelningar kan ifragakomma; i cirkelringar (fig. 46, sid. xxx), i cylindriska skal (fig. 47 a, sid xxx)
0.S.V.

20.1.2 Rotationskropp

For den rotationskropp, som alstras vid rotation kring x-axeln av den mellan kurvan y=/(x) och
x-axeln samt mellan x = a och x = b inneslutna arean, maste tyngdpunkten av symmetriskal ligga pa x-
axeln (se fig. 43).

Dess avstand X fran origo far vi genom att stalla upp y

. . . . [ y=fix)
en momentekvation, varvid ett mot x-axeln vinkelratt

plan genom origo utses till momentplan. Da ett mot x-
axeln vinkelratt volymsegment &r 7t yzdx (se volymbe-

rakning (18.8) sid 161), far vi ekvationen:

b b
(20.2) xOJ Tcyzdx—l[ x-nyzdx
a a
Har rotationskroppen alstrats genom rotation kring y-axeln, delas kroppen vanligen upp i mot y-axeln
vinkelréta element.

Fig. 43. Rotationskropp

2 Berakningen har endast givit som resultat, att tyngdpunkten ligger i ett visst plan. Da punktens ldge anges fran
tre (mot varandra vinkelrata) plan, inser vi, att for bestamningen av en kropps tyngdpunkt i allmanhet behéver
man tre momentekvationer, men antalet kan reduceras, om kroppen har symetriegenskaper.
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Berdkning av troghetsmoment

For berakning av en kropps troghetsmoment | med avseende pa en axel uppdelas kroppen (volym,
yta eller Iangd med den jamnt fordelade massan M ) i element s4, att alla ett moments punkter har
(approximativt) samma avstand r till axeln. Sedan multipliceras varje elements massa dM med
kvadraten pa namnda avstand. Man bildar darpa summan av alla sa erhallna produkter. Later man nu
storleken av varje element ga mot 0, Gvergar summan i en bestamd integral, som utfors och utgor det
sokta troghetsmomentet. Alltsa:

(211)  I= j 2 dM

Byter vi ut vid berakning ett elements massa mot volym, yta respektive langd far vi det s.k.
geometriska troghetsmomentet till skillnad frén masstréghetsmomentet'. Det senare far vi tydligen av
det forsta genom multiplikation med massan av volyms-, yt-, respektive langdenheten.

Masstroghetsmomentet =
1. Volym Geometriskt troghetsmomentet * volymenheten
2. Yta Geometriskt troghetsmomentet * ytenheten
3. Langd Geometriskt troghetsmomentet * lAngdenheten

Av troghetsmomentet [0 med avseende pa en tyngdpunktsaxel far vi troghetsmomentet 7 med
a
avseende pa en darmed parallell axel pa avstandet a enligt:

”Forflyttningssatsen”

©12) I =1 +Md
a 0

varvid massan M utbytes mot volym, yta respektive langd, om det ar frdgan om geometriskt
troghetsmoment.

For en plan yta eller plan linje skiljer man mellan polart och ekvatoriellt tréghetsmoment,
allteftersom axeln &r vinkelrat mot eller ligger i planet ifraga. Harvid galler satsen (foljer av att

rz =x2 —I—y2 ):
(212) I=1I +Iy

r X

dar 7 &r det polara troghetsmomentet samt / och J ekvatoriella tréghetsmoment med avseende pa
r X y

tva mot varandra vinkelrata axlar genom polaraxelns skarningspunkt med planet.

I stallet for att utgd fran definitionen pa tréghetsmoment och alltsa dela upp i element s3, att ett

elements punkter har samma avstand fran axeln, kan det vara férmanligare med en uppdelning i
sadana delar, vilkas troghetsmoment man kanner. Det helas troghetsmoment far vi sedan genom
summan (integralen) av delarnas tréghetsmoment.

! Endast masstroghetsmomentet har fysisk betydelse och spelar vid en kropps rotation samma roll som massan
vid translation. En ytas geometriska troghetsmoment anviands som matematisk hjalpbegrepp i hallfasthetslaran
vid béjning och vridning.

? Férutsittes kand fran mekaniken.
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For att belysa detta visar vi nagra exempel:

<
e o ) X ok
Exempel. 116. Rat linje (smal stang) av langden | och T I
massan M med avseende pa en daremot vinkelrat axel Y,
genom ena andpunkten (fig. 44).
Det geometriska troghetsmomentet blir:

; Fig. 44. Rt linje

/
L9 1= Fa—r=]
g 0 4 0

3 3
3 g 3

Genom multiplikation med massan per lagenhet % far vi masstroghetsmomentet / = %M 12 .
m

Exempel. 117. Rektangel (tunn rektangular skiva) av hojden h och massan M med avseende pa en

med basen sammanfallande axel (fig. 45 a).
h

3
Vi fr: (21.2) IZJ Pobde o] =21
g g 3
) o — i b A
Man kan éven dela upp rektangeln i mot axeln vinkelrata G dal SN,
element (fig45 b) och utgdr fran det i foreg. ex. hérledda o
troghetsmomentet for en rét linje. Linjens massa motsvaras av : €
ytan % dx, om vi avser det geometriska tréghetsmomentet. »
3 2
(21.5) = Moy g
m 3 bh m 3 b
M 7 ?
Da massan per ytenhet &r or blir masstréghetsmomentet %
2 X d:‘ -

(21.6) I =—Mh
m

iS
3

Fig. 45 a och b. Rektangel
Exempel. 118. Cirkel (tunn cirkelformig skiva) med radien r och massan M.

Vi berdknar forst det polara troghetsmomentet (axeln genom medelpunkten). Vi delar upp ytan i
ringformiga element enligt fig. 46, och far:

-
4

(217 1 =J Conxde—>1 =1L _nd , (d = diametern).
g g 2 32
p 0 p

Det ekvatoriella troghetsmomentet (axeln genom medelpunkten)

far vinuenkeltavsatsen 7 =7 + 7. DaJ =] avsymmetriskal,

roox y

y X
blir det geometriska trdghetsmomentet:
T ) nd4
(21.8) [ - T4 Fig. 46. Cirkel
g, 4 64

Mz , blir masstréghetsmomentet

nr

Dé massan per ytenhet &r
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Analytisk behandling av 1:a och 2:a grads kurvor

22.1 Inledning?

Pa sid 2 har vi infort koordinatbegreppet och visat, hur man med dess hjalp kan geometriskt represen-
tera en ekvation genom en kurva, som utgér sammanfattningen av alla de punkter, vilkas koordinater
satisfiera den givna ekvationen. Vi skall nu vanda pa problemet, i det vi utgar fran ett givit geometriskt
villkor, som kurvans alla punkter skall uppfylla, och férséker stalla upp ekvationen fér kurvan.”
Genom att algebraiskt (analytiskt) behandla den erhallna ekvationen kan vi fa fram andra geometriska
egenskaper hos kurvan.’

Vi borjar med att harleda ett par formler, som behdvs i

det foljande. g
Bl 4

Avstdndet mellan tva punkter 3

. .o -
Koordinaterna for tva punkter P, ( X yl) och 2
P, ( X, yz) ar givna. Att bestamma avstandet d mellan p/,(,,f i
punkterna ; "’ ;
(Fig. 48). Ur Pytagoras sats far vi: s —r

2 2
@2) - d= [ =) () .
Att denna formel géller oberoende av koordinaternas Fig. 48. Triangel
storlek och tecken, kan man visa genom att forlagga
punkterna P1 och P2 pa olika satt.
Exempel. 120. Bestam avstandet mellan punkterna (-2, 3) och (1, -1).
. . 2 2
Enligt (22.1) b|lrd:\/ (1+2)"+(-1—=3)" -d=J9+16 - d=5
~ 4
Delning av avstdndet mellan tvd punkter Blay, 4)
Koordinaterna for tva punkter P, ( X yl) och N / C
L. PRY L e o
P, (x2 , yz) ar givna.
Vi skall bestamma koordinaterna for en punkt P (x,y),
som delar strickan P pP_ i férhallandet 22 (Fig. 49). Plx, )
1 2 n y 3 V= :B

Enligt transversalsatsen far vi: o ' —
. P4
Sy
Satter vi in P1 A=x— X, och4B= X, —x i (1) och loser Fig. 49. Triangel

ekv. med avseende pa x, far vi

X =X m
— = —m(X, —X)—Nn(x—Xx — MmMX, —mMX=nx—nx, —
Xy — X n 2 1 2 1

mx2+nx1
= mx, +nx =x(m+n) - (222) x=——

1 m—+n

! Repetera garna S. Eriksson Matematik del I, kap. 22 -23.
% Kurvan utgor den geometriska orten for de punkter, vilka uppfyller det givna geometriska villkoret.
* Denna gren av matematiken kallas analytisk geometri.
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0 o . +
Dd BC _m farvianalogt  (222b) @ y=_22""1
CP2 n m-+n

Som specialfall (m=n) far vi koordinaterna for mittpunkten av Pl P2 :
X +x2 Yy
2 7
d.v.s. galler for godtyckliga varden pa P - och P :s koordinater.

(22.2%) xX=

+
12y 2 Formlerna (22.2), (22.2b) och (22.2°), &r allméngiltiga,

Exempel. 121. Bestdm koordinaterna for tyngdpunkten i den triangel, som har sina horn i punkterna
(_3a1)9 (19_7)0Ch(5,3). 1Y

Koordinaterna for mittpunkten av den sida, som
forenar de bada forsta punkterna blir enligt (22.2°)
(- 1, -3). Forenas denna mittpunkt med motstaende
horn (5, 3) i triangeln, delas denna linje (medianen)

av tyngdpunkten i férhallande 1:2 (fran triangelsi- (-1,-3) /7

dans mittpunkt raknat). Enligt (22.2) och (22.2b) —
blir tyngdpunktens koordinater (1, -1). | bild 24 1,-1) X
visar vi dven medianen till hornet (1, -7) som gar

igenom tyngdpunkten. Rita in den tredje bisektri-
sen!

17

Bild. 24. Triangel

22.2 Den rata linjen
Vi har pa sid. 8 (1.9) visat, att den allmanna 1:a grads ekvationen

(22.3) Ax+By+ C=0

som geometriskt representeras av en rét linje. Om y-termen inte saknas, kan ekvationen l6sas med
avseende pay, da man far

(22.4) y=kx+l(k=—%,l=—%)

D& y'=k, anger koefficienten k for x linjens stigning [ tan(a.) | . Vi kallar k fér vinkelkoefficient.

Da | ar det varde, y antar for x = 0, bestammer | var linjen skar y-axeln, och kallas linjens ordinata i
origo.

For vardepar k, | far vi en bestamd rt linje. Ar k = 0 antar ekvation (22.4) formen y = |, som betyder
en med x-axeln parallell rét linje. For | = 0 far samma ekvation formen y=/kx: en réat linje genom
origo. Ark 0och 1=0, farvi y =0, som representeras av x-axeln.

Saknas y-termen i ekv. (22.3), kan den skrivas under formen

(225)  x=a (a:_%)'

vars grafiska bild blir en med y-axeln parallell rat linje. For a = 0 blir speciellt x = 0: y-axeln.
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Serier

23.1 Inledning
Definition:

En serie ar en foljd av tal, vilka bildas efter en bestdmd lag. Talen kallas seriens termer.

Utdrag: ™'

o]

[e 0]
Om f6ljden av delsummor {Sn} konvergerar mot ett varde s, sdgs ”den odndliga serien” Zan

1 1
vara konvergent och ha summan s.

o]

Som en forsta observation kan vi notera, att om en serie E a ar konvergent, sa maste nodvandigtvis
n
1

a —>0, dé.n—)oo,Tyan:Sn—Sn —)S—S:O’ dén—)oo.
n

—1

o]

Ett nédvandigt villkor for konvergens av en serie Za dratt ¢ — 0, dan — .
1 n n

©

En annan omedelbar foljd av konvergensdefinitionen &r, att om Za ar konvergent och har summan
1 n

[ee]

s, sa ar ocksa ZK a konvergent (K konstant) och har summan Ks. ”
1 n

23.2 Aritmetisk serie
l. En aritmetisk serie ar skillnaden mellan varje term och narmast féljande konstant.
Kallar vi den forsta termen a och den konstanta skillnaden (differensen) d, blir serien
(23.1) a,a+d,a+2d,a+3d,...
Om sen n:te termen i ordningen betecknas med u, ar
(23.2) u=a—+ (n—1)d.

Varje term i serien ar tydligen aritmetiska mediet mellan narmast foregaende och narmast efterféljande
term. FOr positivt d &r serien stigande och for negativt d fallande.
Summan s av de n forsta termerna kan skrivas

(23.3) s=a+(a+d)+....+(u—d) +u

! Kjellberg, B, “Hégre ingenjérskurs i matematik” brev 11, Hermods, Malmé, 1961.




226 23 Serier

eller, med termerna i omvénd ordning,
(23.4) s=u+(u—d)+... . +(a+d) +a.
Adderat man de bada likheterna, far vi

(23.5) 2s=(at+u)+(atu)+....(a+u)+ (atu).
Da antalet av de lika parenteserna ar n, blir

(23.6) s=n- aT—i-u.

Summan &r alltsa antalet termer ganger aritmetiska mediet mellan den forsta och sista termen.

Exempel. 158. En tjanstemans 16n 6kas arligen med 1 000 kr och utgdr under det 15:e aret 40 000 kr.
Hur stor blir I6nen under det 35:e aret?

Om begynnelselénen &r a kr, ar 16nen under det 15:e aret a + 14-1 000 = 40 000, varav
a =26 000. Under det 35:e aret blir 1onen a + 34-1 000 =60 000 kr.

Exempel. 159. | ett s.k. amerikanskt lotteri med 100 st. lotter kostar den forsta lotten 1 kr, den andra
2 kr, den tredje 3 kr 0.s.v. Hur mycket kostar samtliga lotter?

Enligt (23.5) far vi summan s:

s=1001+T100—>S:5050 kr.
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Sammansatt ranta

Da ett kapital forrantas efter sammansatt ranta (eller ranta pa ranta) vid slutet av varje rantetermin
(vanligen ett helt eller halvt ar), laggs rantan till kapitalet (rantan kapitaliseras) sa att under nasta
rdntetermin berdknas rantan pé det sa 6kade kapitalet."

24.1 Nagra samband
Nar vi utfor ranteberakningar kan vi anvanda foljande beteckningar péa de begrepp som vi hanterar:

s = kapitalet

r = rantesats i %

n = antalet perioder

PMT = periodens inbetalning [annuiteten = rénta + amortering] (payment)
PV = nuvérde (present value)

FV = kommande vérde (future value)

(1+r) = férandringsfaktorn

(24.1) pr=l=(+n" 50
r

Eller med ord: nuvardet (PV) ar lika med braket 1 minus forandringsfaktorn (1+r) upphajt det
negativa vardet av antalet perioder (-n) i taljaren och rantesatsen r i namnaren samt braket multipli-
cerat med inbetalt annuitetsbelopp (PMT) i slutet av varje period.

(24.2) PMT = PV
1—(14+7)"
Eller med ord: annuiteten (PMT) ar lika med braket rantesatsen (r) i taljaren och 1 minus for-
andringsfaktorn (1+r) upphojt med det negativa vardet av antalet perioder (-n) i namnaren samt bra-
ket multiplicerat med nuvardet (PV) (normalt det lanade beloppet).

(14+r)"—1
r
Eller med ord: slutvardet (FV) ar lika med ett konstant belopp (PMT), som betalas i slutet av

(24.3) FV=PMT-

varje period multiplicerat med braket forandringsfaktorn upphéjt i antalet perioder (1 + r)n minus 1
i taljaren samt rantesatsen i namnaren.

24.2 Exempel

Exempel. 176. Ensumma av t.ex. 1 000 kr, som forrantas efter 4 % ranta pa ranta, har efter 1 ar stigit
till 1000-1.04, efter 2 artill 1 000-1.04> och efter 10 &r till 1000-1.04'% =1 480.24 kr.

Om i allménhet ett kapital k kr under n ar efter r % ranta pa ranta vaxer till s kr, ar tydligen

(24.4) szk[l + 160 jn (n ett helt tal).

Y1 det foljande, dar inte annat sags, antas rantan kapitaliserad vid varje ars slut.
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Enligt formeln blir k kr av kapitalet s kr som kan betalas ut om n ar

(24.5) f=— 5

Har man i en uppgift att gora med flera kapital, maste dessa for att kunna jamforas med varandra han-
foras till samma tidpunki.

Exempel. 177. Den 30 juni 1987 satte en person in 20 000 kr pa ett bankkonto med 4 % ranta. Hur
stort ar kapitalet den 31 dec. 1998, om rantefoten hela tiden varit 4 % och rantan kapitaliserats vid
slutet av a) varje ar, b) varje halvar?

a) Den 31 dec. 1987 var hans tillgodohavande 20 400 kr, och den 31 dec. 1998
20 400-1.04'" = 31404 36 kr.
b) Med 2% per halvar blir tillgodohavandet efter 23 halvar 20 000 - 1.0223 =31 537.99 kr.

Exempel. 178. Nar kunde man ta ut ett kapital dubbelt sa stort som det man satte in den 31 dec. 1990
pa ett konto som gav 5 % ranta?

Antag att den insatta summan var 1 000 kr och som star inne i n ar. Vi far da ekvationen

1000-1.05"=2000 — 105" = 228 — 1.05"=2 — n-log, (1.05) =log, (2) —

1000
_logyy(2)
~ log,,(1.05)
15:e mars 2005.

— n =~ 14207, d.v.s. under ar 2005 eller efter 14 &r och 75 dagar’ eller den

Exempel. 179. En fastighetsagare vill sélja sin gard och erbjuds av en spekulant A 204 milj. kr kon-
tant och en annan B 160 milj. kr kontant och 55 milj. kr efter 6 ar, dven detta kontant utan rantetillagg.
Vilket anbud bor han anta, om han kan placera sitt kapital med 5 % ranta pa ranta?

55

Nuvardet av B:s anbud ar 160 +
1.05°

=201.041847 milj. kr, varfér A:s anbud bor antas.

Exempel. 180. En person insatter under 15 ars tid vid varje ars borjan 2 000 kr pa ett bankkonto som
ger 4.5 % ranta pa ranta. Hur mycket har han pa kontot vid 15:e arets slut?

Da den sista insattningen statt inne 1 ar och den forsta under 15 ar, blir hans tillgodohavande
5§ =2000-1.045 + 2000-1.045> +2000-1.045> + ... +2000-1.045'

D4 termerna bildar en geometrisk serie® med férsta termen a = 2000- 1.045, kvoten q = 1.045

15
2000-1.045 (1045 — 1) | 3 430 o e

och antalet termer ut6ver a ar 14, far vi Loas — 1

2360-0.207=74.52 = 75 dagar. (Rantan beraknas pa 30 dagar per manad = 360 dagar per ar).
*Se (23.11) sid. 227.
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Nagot om differentialekvationer

25.1 Inledning
Vi har i integralrakningen sysslat med uppgiften att bestimma den funktion, I3t vara y, vars derivata
(eller differential) &r given som funktion av x (eller ar konstant). Till ekvationen

(25.1) % =k eller dyv=k-dx (k=-enkonstant),
X

som ar en differentialekvation, da differentialer ingar i densamma, utgérs den allméanna losningen
(integralen) av

(25.2) y:J’k- dx - y=k-x+ C  (C=godtycklig konstant).

Differentieras denna ekvation aterfas differentialekvationen." For ett visst varde p& C (t.ex. C =0,
varvid y=kx) far vi en partikular I6sning (integral). Grafisk representeras den allmanna integralen i
detta ex. av en skara parallella réta linjer med den av differentialekvationen bestdmda vinkelkoeffici-
enten k; avskarningen C av y-axeln ar fritt valbar. Den partikuléra l16sning, for vilken C=0, repre-
senteras av linjen y = kx genom origo. Skall en integralkurva ga genom en given punkt, blir dess C-
varde darigenom bestamt. Den av de réta linjerna, som gar genom punkten (0, 2), har C=2.

25.2 Exempel
Exempel. 185. Los diff.-ekv. dy =4 x dx samt konstruera den integralkurva, som gar genom origo.

. . . 2
Den allménna losningen blir y=2 x~ + C och represen-
teras av en skara parabler med axlarna utefter y-axeln.

Integralkurvan genom origo har ekvationen y =2 xz.

De anforda differentialekvationerna har, férutom dy och
dx, endast innehallit variabeln x (jamte konstanter). Om
dessutom y ingar, forsoker vi skilja (separera) variabler-
na, i det vi om majligt omforma ekvationen s3, att dess
ena led kommer att innehalla x och dx, det andra ledet y
och dy. Sedan integreras ekvationens bada led.

Graf. 40. Ex. 185
Exempel. 186. Lo0s diff.-ekv. xdy —ydx=0.

dy _ dx

Vi skriver ekvationen under formen — . Integreringen ger
y X

(25.3) In(y)=In(x) +C?

' P4 detta sétt far vi en kontroll pd Idsningens riktighet, | detta fall bortfaller integrationskonstanten C vid diffe-
rentieringen; i vissa fall kan man behova eliminera C for att aterfd den ursprungliga differentialekvationen.
? De bada integrationskonstanterna har sammanfattats i en.
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Sétter vi C=1n(c), kan den allméanna losningen skrivas y= cx. Integralkurvorna blir en skara ge-
nom origo gaende réata linjer. Den partikulara I6sning, som galler, om t.ex. y=2 forx=1, blir
y=2x. Denna kan aven erhallas genom definit integrering:

Yy X
(25.4) J Q—J ﬂ, varav y=2x.

X
2 Y 1

Exempel. 187. Visa l6sningen till diff.-ekv. % =k-y (kenkonstantyomy=a for x=0.
X

y X
Man far J dy :kJ dx, varav y=a-ekx.
y
a 0
Konstruera kurvan for saval pos. som neg. k-varde.

Denna diff.-ekv. (derivatan av funktionen ar proportionell mot funktionen), vars 16sning &ar en expo-
nentialfunktion, forekommer ofta i tillampningar. Funktionsandringen (6kning eller minskning alltef-
tersom proportionalitetsfaktorn &r pos. eller neg.) ségs ske organiskt.?

2
Exempel. 188. L0s diff.-ekv. ( % ) =4y.
Denna diff.-ekv. av 2:a graden kan skrivas under formen + dy_ _ dx, som integrerad blir

2y
+ \/; =x+C eller y=(x+ C)2 en skara parabler, som alla tangeras av x-axeln (x-axeln s&gs

vara envelopp” till kurvskaran. Vi kan observera, att x-axelns ekvation y=0 satisfierar diff.-ekv.
men saknas i den allmanna losningen. En sadan losning kallas singulér.)

Ingar 2:a ordningens derivata (differential) i en diff.-ekv. sdgs ekvationen vara av 2:a ordningen

5
0osV.
Losningen till 2:a ordningens diff.-ekv. far vi efter tva integrationer. Vid varje integrering infors en
integrationskonstant, varfor den allmanna Iosningen till en 2:a ordningens diff.-ekv. bor innehalla tva
godtyckliga konstanter.

2
Exempel. 189. Diff.-ekv. d—zy =k-x, dar k aren konstant (elastiska linjens diff.-ekv. kan ha denna
dx
' 2
form), skriver vi ‘ZZL = kx. Integration ger y' = k- XT + C. Efter annu en integrering far vi den all-
X

manna l6sningen
3
(25.5) y=k-= +Cx+C,.

Kanner man vardet av ' och v for nagot visst x-vérde, far integrationskonstanterna bestamda varden.

3 Benamningen kommer av, att organismerna vaxer approx. Enligt denna lag (t.ex. ett skogsbestand, bakterier-
na i en bakterieodling).

* Se http://sv.wikipedia.org/wiki/Envelopp.

® De hittills behandlade differentialekvationerna har varit av 1:a ordningen.
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Nagra fysikaliska tillimpningar

26.1 Inledning

De raknemetoder, som vi i det féregdende har gatt igenom och tillampat pa en del uppgifter av huvud-
sakligen geometrisk art, utgor aven naturliga hjalpmedel vid en mangfald problemldsningar inom ren
och tillampad naturvetenskap.

Vi kommer hér att ga igenom nagra fran fysiken (inklusive mekaniken) hamtade viktiga tillampningar.

26.2 Ur mekaniken
Med en partikels hastighet v vid en viss tidpunkt t (den tillryggalagda vagen ar s) forstar vi det grans-

vérde, vartill kvoten As (dar At ér ett tillskott i t och As motsvarande tillskott i s) alltmer ndrmar
At

sig, nar A ¢ (och darmed aven A s ) de obegréansat gar mot 0. Alltsé:

lim As ds
26.1 = e Y,
(26.1) v [At—>0) At dt

Hastigheten &r alltsa derivatan av vagen med avseende pa tiden.

Ritar vi upp végen som funktion av tiden (st-diagram), anger hastigheten kurvans stigning. Aven has-
tighetens variation med tiden kan askadliggoras grafiskt (vt-diagram).

(26.2) Da ds=v-dt, blir szjvdt.

Ar hastigheten given som funktion av tiden, far vi vagen genom integration. Vagen redovisas av den
mellan vt-kurvan, t-axeln och tidsgranserna inneslutna arean."

Om hastigheten &r uttryckt som funktion av vagen, far vi tiden av att

v

(26.3) dt=% -y =J§
v

Accelerationen a far vi i likhet med hastigheten genom en gransévergang.

(26.4) a:( lim )ﬂ:dzs
At—0) dt 442"

Vid kroklinig rorelse ar detta accelerationen i banans riktning, tangentialaccelerationen.

Accelerationen vinkelratt mot banan, normal- eller centripetalaccerationen, ar enligt mekaniken

2
Y. dar r &r banans krokningsradie.
p,

D& dv=adt, blir V:Ja dr. Av dr =2 farvi t:Jﬂ_
a

a

Redovisa de olika diagram, som hér kan ritas.

' Hur medelhastigheten, beréknas visas med (16.5), fig. 35, sid 147.
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En partikels rorelse (i ett plan) betraktas ofta som sammansatt av tva ratliniga rorelser langs tva mot
varandra vinkelrata axlar (x- och y-axlarna). Man far da bankurvans koordinater uttryckta som funkt-
ioner av tiden t. Elimineras parametern t, far man bankurvans ekvation (jamfor kastrorelsen).

Vid en kropps rotation kring en axel infor man i analogi med den foregaende vinkelhastigheten

= %, dér e &r vridningsvinkeln, samt vinkelaccelerationen ¢ = 4o

dt

Exempel. 191. En partikel ror sig i rat linje enligt lagen s = N + clt + cztz.
Redovisa rorelsens art och betydelse av konstanterna €y €, och ¢,
Vi far:
26.5 = =
(26.5) v cl—|—2c21,a 202.
Rorelsen ar likformigt accelererad (accelerationen konstant), < ar begynnelsevagen (vérdet av s for

t=0), ¢ begynnelsehastigheten och ¢, halva accelerationen.

En i ett lufttomt rum uppat eller nedat kastad partikel ror sig enligt den uppstallda lagen, varvid
2 ,=g= 9.81 m/sek2

Exempel. 192. Vid en partikels rorelse langs en rét linje ar hastigheten v proportionell mot partikelns
avstand s fran en punkt pa linjen, alltsd v=k-s (k en konstant).

Oom s= S, for t=0, sok s som funktion av tiden:

Av ﬂzk-s far vi:
dt
N t t
(26.6) J ﬂzkj dr, Varav s=s -e .
SO s 0

Hastigheten v= ksoekt, Om partikeln saknar begynnelsehastighet, fordras alltsa, att Sy~ 0. Nagon

rorelse enligt den forutsatta lagen kommer da inte till stand.
Innan Galilei funnit den verkliga lagen for fallrérelse, prévade han forsokvis det i detta ex. gjorda
antagandet, vilket han forkastade sasom orimligt.

Mellan den kraft P, som paverkar en partikel med massan m, och partikelns acceleration a rader sam-
bandet P=m-a, den s.k. kraftekvationen. Vi kan nu skriva detta samband

2
(26.73)  p=m L=, ds
dt d12
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Komplexa tall

27.1 Ett tankeexperiment

Fram till detta kapitel har vi i stort satt befunnit oss pa tallinjen dar vi finner negativa- och positiva-,
hela-, rationella-, och irrationella tal. Med dessa tal kan vi beskriva fenomen som vi kan uppfatta med
vara sinnen.

Dar finns ocksa fenomen, som matematiskt &r latt att forsta, men kanske lite svarare att forsta i den
fysiska verklighet, som vi befinner oss i.

- @ % =+ V\/\HJHD
EATES . BATES

Bild. 36. Begreppet oandligheten

Om vi i bild 37 later ¢ — 0 s okar vinkeln « tills

tan[ n2—£ j gar mot + oo samtidigt gar

tan( T ;r & J mot - oo ty —L &r negativt.
-€

Vinkeldkningen for a &r har mikroskopisk och vi
forflyttar oss momenttant pa tallinjen fran + o

till —oo. Hur kunde detta hdnda om tallinjen till-
hor den fysiska varlden. Har forflyttar vi oss med
hogre hastighet &n ljuset, men det &r inte mojligt.

Bild. 37. Fran + till - oandligheten

Om vi tanker oss universum som efter ”Big bang” har fatt en oandlig diameter. Fardas man utmed
denna sfirs ekvator, som vi kallar “tallinjen”, och kommer si ldngt bort som méjligt, nar vi en position
som vi uppfattar som plus oandligheten. Gor vi om var resa i motsatt riktning sa nar vi minus oand-
ligheten, samtidigt, som vi da moter var tidigare ande pa var fard till + oandligheten.

Med detta tankeexperiment kan vi aven forflytta oss momentant fran + oandligheten till — oandlighet-
en utan att vi behdver dverskrida ljusets hastighet. Men lat oss nu stifta bekantskap med de komplexa
talen.

27.2 Inledning
Definition:

Ett komplext tal z &r ett ordnat par (a, b) av reella tal a och b. Ett komplext tal av typen (a, 0) inne-
bar att talet b befinner sig pa tallinjen och vi uppfattar det som det reella talet a.

Ar b positivt befinner talet ovanfor tallinjen och ar b negativt befinner sig talet nedanfar tallinjen.
De tva sista talen ar imaginara tal. Alla reella tal kan beskrivas som talpar, dar b ar lika med noll.

! Manga idéer i detta kapitel har hamtats fran bl. a. Kjellberg, B, ”Hdgre ingenjérskurs i matematik”, Hermods,
Malmo, 1961.
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Det komplexa talet (a, b) &r ordnat och &r inte detsamma som det komplexa talet (b, a), for a # b.

27.2 .1 Addition av komplexa tal
Tva komplexa tal adderas som foljer:

(27.1) (a,b) + (¢,d)=(a+c b+d).

Exempel. 205. (3,9) + (4, -10) = (7, -1).

27.2 .2 Subtraktion av komplexa tal

Vara tva tal ar:

(27.2) (a,b)-(c,d)=(a,b) + (-¢,-d)=(a—c, b—d).

Exempel. 206. (3,9)-(4,-10)=(3,9) + (-4,10) =(-1,19).

27.2 .3 Multiplikation av komplexa tal

Vara tva tal ar:

(27.3) (a,b)-(c,d) = (ac - bd, ad + bc).?

Exempel. 207. (3,9)-(4,-10)=(3-4—9-(-10), 3-(-10) + 9-4) = (102, 6).

27.2 .4 Division av komplexa tal
Véra tva tal &r:

(27.4) (a’b)=(a,b)-( ¢ -d )z

(¢, d) 2 +d?r e?+d? 3

c -d -d c
= a — b ,a- +b-
[ cr+d? ¢t +d? c?+d? c2+d2)

Exempel. 208. —(3:2) __ (3 9). 4 10 ~(3.9 .[L &j:
P (4,-10) (3.9) 4 +10%* 4% + 10 (3.9)

B 4,10 . 10 4 Y_(12-90 30+36)_(_ 78 66
*(3 6 116> 116 T 116) [ 116 ° 116 ] ( 116 lléj_)

( 39 33)
S22 22
58’ 58

Regeln ser egendomlig ut, men klarnar nar symbolen i infors.

2 Regeln ar densamma som ||uItipIikation av b c -
a, : s *
( ) C2 +d2 Cz+d2
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