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Forord

Nér jag for tva ar sedan fick ta del av uppgiften om att vara gymnasieelevers matematikkunskaper har
drastiskt sjunkit de senaste 10 aren, besl6t jag mig att ge dagens elever méjligheten att ta del av

Sigurd Erikssons

larobdcker, som jag laste i arskurs 1 och 2 i det tredriga Hogre Tekniska Gymnasiet (TGO) i Orebro.

CARL SIGURD ERIKSSON

IFil. magister, Orebro, — F. i St. Tuna, Kopparb. lin,
1880 “/». Mog.-ex. i Falun 08; fil. imbetsex. i Uppsala 12.
Extra ldrare vid Tekn. skolan i Orebro 17 o. vik. lektor
vid Tckn. gymnasict i Orebro fr. 2o.

Sigurd Erikssons bakgrund1
Eriksson var verksam i TGO fran 1917 till sin dod 1948.

Larobdckerna var &mnade att ge eleverna en stabil matematisk grund for att kunna arbeta som ingen-
jorer i samhallet och industrin samt férbereda eleverna for hogre studier pa universitet och tekniska
hdgskolor.

Manga elever, som léste vidare pd KTH i Stockholm och Chalmers Tekniska Hogskola i Goteborg,
kunde hoppa 6ver den forsta arskursen p.g.a. sina goda forvarvade matematikkunskaper frén TGO.

For att folja dagens laroplan har jag lagt till kapitel 24 Statistik.
Varje kapitel foljer, dar sa ar mojligt, samma struktur:

e L&roboksavsnitt

e Losningsforslag

e Ovningsuppgifter

e Facit till dvningsuppgifterna

Exemplen &r uppdelade i:

e Exempel. nnn, t.ex. Exempel. 227. — dér Eriksson har visat l6sningen.

e Ex.nnn, t.ex. Ex. 212. — dar Eriksson inte har visat ndgon lésning®.

e Onnn. t.ex. 6912. — ddr det endast finns facit for att eleverna skall, utan dvrig hjalp, 16sa upp-
gifterna.

! Uppg. frén Tekniska Féreningen i Orebro.
2 Har 4r det matematiklararnas ansvar att férklara en mojlig 16sning. Ett forslag till I16sning aterfinns normalt i
avsnittet Losningsforslag.
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Decimalkomma / punkt

Engelsk matematisk litteratur anvander decimalpunkt for att avskilja decimalerna. Aven manga mi-
nirdknare anvander decimalpunkt. Vid framstallning av denna bok har jag anvant Microsofts Word,
MathType fran Design Science och Maple 16 fran Maple Soft. Det senare programmet avskiljer deci-
malerna med decimalpunkt. Ersattes decimalpunkten med ett decimalkomma uppstar det ett mel-
lanslag efter decimalkommat och talet ser endast konstigt ut. Exempel: 3,14159 blir Maple 16 -

3.14159 men byter man till decimalkomma far vi 3, 14159 . Déarfor far vi:
e skiljetecknet som decimal-komma vid anvandning av Word och MathType
e skiljetecknet som decimal-punkt vid anvandning av Maple 16 .

Malgrupp

Denna bok och den efterfdljande "Matematik Del II” ° vander sig till elever, som énskar sig matema-
tiska verktyg for att 16sa konkreta problem i sin yrkesutévning och for att underlatta studierna pa uni-
versitetsniva.

3 3

Ovrigt

Innan du angriper en uppgift, forsok att 1dgga upp en strategi for hur du skall angripa problemstall-
ningen.” Diskutera garna med dina klasskamrater, om hur ni tillsammans kan finna ut den bésta strate-
gin for att hitta 16sning till uppgifterna. Det finns alltid flera mojliga végar att 16sa en uppgift.

Omslagsbildens kub ser du antingen nerifran eller ovanifran. Perspektivet vaxlar utan att du kan pa-
verka det. P4 samma satt dyker ett annat I6sningsalternativ upp i din hjarna, nar du forsoker finna en
framkomlig vag till 16sning. Har du svart att finna en losning pa kvallen, sa ar det ofta latt att hitta
I6sningen pa morgonen dagen efter, da din hjarna ar utvilad och sjélv utan din vetskap bearbetat pro-
blemet nér du sovit.

Tank pa att varda din hélsa — var radd om din hjarna och kropp, &t naringsrik mat, motionera och unna
dig sémn och vila for att orka med studierna.

Jag far har framfora mitt tack till Tekniska Foreningen i Orebro och till Sveriges Laromedelsforfatta-
res Forbund — SLFF, som bistatt mig i min stravan att aterutgiva denna nu bearbetade utgava av Sigurd
Erikssons l&robdcker.

Jag far aven framfora mitt tack till Maple Soft, som kostnadsfritt upplatit programvaran "Maple 16”
till mig vid framstéllning av denna bok.

Kungsbacka februari 2013

Lennart Gombrii

® Planeras komma ut &r 2014 — 2015.
% Se avsitt ”6.4 Hjarngymnastik/Farjkarlen”, dir du maste géra upp en strategi for att l6sa uppgiften.
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Om vara tal
1.1 Reella tal

Reella tal dr de tal, som kan avbildas pa en s.k. tallinje.

Bland de reella talen kan vi ndmna:

Hela tal
De hela talen; och bland dem de naturligatalen 1,2, 3,4, 5, ... ... +o0 . Lagger man till 0 far vi
de hela positivatalen 0, 1,2, 3,4, 5, ... ... +00 .
De hela negativa talen utgérs av —co ... ... -3, -2, -1. Noll 4r gransvardet mellan de negativa

och de positiva talen. Det finns odndligt ménga negativa tal, men dven odndligt manga positiva
tal.

Rationella tal
De rationella talen har formen P dar g ar #0 (betyder ”q skilt fran 0”). P bendmns téljaren

och (nédmnaren. Det finns oéndligt ménga fler rationella tal 4n hela tal. Bara mellan 0 och 2

finns det odndligt ménga rationella tal; 1 s i’ L’ l’ l Gar vi sedan vidare till 2 i
+ o 54 3 2
tdljaren finner vi dven dér odndligt manga tal; e 2, 2, 2, 2 osv. till hoga tal i
+ 7 6 5 4

téljaren.
Pé analogt sitt finns det dven odndligt manga negativa rationella tal. OBS! Taljaren far inte vara

jémt delbar med ndmnaren, d& den dédrmed Overgér till att vara ett helt tal.
Rationella tal uttryckt ofta i decimalform kan avslutas med odndligt 1dnga sifferserier med en
aterkommande frekvens pa 1 — 6 siffror, som upprepas odndligt manga génger.

Exempel: é: O, 1111111...; 1_ 0,142857142857142857142857 .. .;
7

Ett rationellt tal i formen P ar ett exakt virde pé talet, medan decimalformen endast &r ett nér-

q
mevarde av talet. Ju fler decimaler, desto hdgre precision far man pa talet. Decimalformen kan
dven avslutas med ett odndligt antal nollor.

Vill vi ha ett decimalbrak, som avslutas med aterkommande sifferserier, kan vi litt omvandla dem

till brék i formen P .

q

Exempel: a) Betrakta 0,111111111 ... som vi sétter till X. Da periodlangden ar hér 1 siffra, mul-
tiplicerar vi med 10:

10x = 1,111111111 ...
men -x =-0, 111111111 ...
9x = 1
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Dividerar vi bada leden med 9 farvi y = 1 som &r den ursprungliga P formen.
q

b) Betrakta dven 0, 142857 142857 142857 142857 .... som vi dven sétter till X. Hér &r period-
langden 6 siffror varfor vi far multiplicera med 106 = 1000000 .

1000000 x = 142857, 142857 142857 142857 ...
—x = —0. 142857 142857 142857 ...
999999 x = 142857
142857

Dividerar vi bada leden med 999999 far vi x =
999999

som efter forkortning med tiljarenens

142857 erhaller y = 1 som dr den ursprungliga P formen.

Irrationella tal
De irrationella talen dr odndligt manga fler dn de rationella talen och utgér huvudmassan av
mingden reella tal. Har finner vi \/5 . \/g . \/g . 3/7 -7 -€ etc. De irrationella talen uttryckt i
decimalform har inga dterkommande sifferserier utan decimalerna, varieras i all oédndlighet

tex. e = 2.718281828...... ; T = 3.1415926535897932384626433832795028841971693993751.. . .

b

Pi (n) forekommer i naturen dar man minst kan ana. T.ex. sé utbreder sig sanddynor i cirkelbagar,
kustens vikar foljer ofta cirkelbagar och floders vindlingar pé sldtter gar mestadels utmed cirkel-
bagar.

Om man avbildar ett irrationellt tal med ett decimalbrak, sa dr det endast ett ndrmevirde medan
s

symbolen & och rotuttrycket S iir exakta beskrivningar av talen.

1.2 Komplexa tal

Komplexa tal dr de tal som ligger pa sidan av tallinjen. De komplexa talen dr odndligt manga fler
an de reella talen. For varje reellt tal finns det oéndligt manga komplexa tal. '

|
Im
b o @+ bi
0 .
a Pe"' Komplexa talplanet. Ett komplext tal (a + bi) och dess
konjugerade virde (a - bi).
-b a- bi

Bild 2 Komplexa talpar?

! Féljande &r hamtat fran http://sv.wikipedia.org/wiki/Komplexa_tal.
% Re= Den reella axeln (tallinjen), Im= Den imagindra axeln, O= origo.
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Ett komplext tal framstillt i poldr form dér 7 ar
talets absolutbelopp och Pir talets argument

De komplexa talen &r en talméngd som kan ses
r som en utvidgning av de reella talen. Ett komplext
tal kan skrivas som

ll - -~ 4
0 rcos@ | Re z =a+bi

dar det reella talet a ar realdelen och det reella
talet b 4r imagindrdelen samt i 4r den imaginéra
enheten som definieras av

#/ F=-1

Bild 3 Komplext tal i polar form

Denna framstéllning av ett komplext tal kallas ocksa rektangulér form.
Konjugatet Z till ett komplexttal z =g + bi definieras som

z=a—bur»

Utan de komplexa talen kunde inte radarn vara till nytta for flygledningen pé en flygplats. Utrdk-
ningen utan dessa blir for ldngsam sa att planen redan har landat innan de dyker upp pé ra-
darskédrmen.

1.3 Primtal
Ett primtal &r bara dividerbart med sig sjilv eller med 1. Det finns odndligt manga primtal.

Har foljer de 85 forsta primtalen:
2357111317192329313741434753596167717379838997101 103107109 —
— 113127 131 137 139 149 157 163 167 173 179 181 191 193 197 199 211 223 227 —

— 229233 239 241 251 257 263 269 271 277 281 283 307 311 313 317 331 337 347 —

— 349 353359367 373 379 383 389 397 401 409 419 421 431 433 439 443 449 457 461 —
— 463 467 479 487491499 . ....

Exempel:

For att unders6ka om ett tal, har 103, &r ett primtal ricker det séledes att préva med alla primtal
som &r mindre &n kvadratroten ur talet. Kvadratroten ur 103 &r cirka 10 (10,14889157...) varfor
det rdcker med att testa om 103 ar delbart med nagot av talen 2, 3, 5 eller 7:

Talet dr udda och &r ddrmed inte delbart med 2.

Talets siffersumma (1 + 0 + 3) &r inte delbar med 3, da ér talet inte heller delbart med 3.
Talet slutar inte pa 0 eller 5 och &r darfor inte delbart med 5.

Talet &r inte heller delbart med 7

Alltsa ar 103 ett primtal®.

* Se Wikipedia: http://sv.wikipedia.org/wiki/Primtal
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1.4 Hjarngymnastik

De tolv kulorna
Du har 12 kulor numrerade frén 1 till 12.

OOOOEELOCLO®

Bild 4 Balansvag med 12 kulor

Elva av dessa véger exakt lika mycket men en kula avviker i vikt. Du skall ta reda pa vilken kula
som avviker och visa om den &r tyngre eller lattare jamfort med nédgon av de dvriga elva kulorna.
Till hjilp har du endast en balansvag. M.a.o. du skall kunna f& 24 svar och du fr endast géra tre
vagningar.
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Repetition av grundskolans kurs

“Som férutsdttning fér gymnasiets matematikkurs ér att man behdrskar addition, subtraktion,
multiplikation och division med hela tal och brdk — korrekt och snabbt. Man bér veta att braket

T
har formen W ddr T kallas téljare och N nédmnare — inte tvdrtom! Man kan multiplicera bdade

tdljare och ndmnare med samma tal, det kallas férléingning. Man kan édven dividera téljare och
ndmnare med samma tal, det kallas férkortning. Férldngning och férkortning dndrar inte brdkets
vdrde. Man bér vara i stand att “géra likndmnigt” genom férldngning och kunna utféra rékne-

7 4 7+5 4%4 35 16 51

operationer som —+—

= + =—+—=—.
12 15 125 15%*4 60 60 60

Vid addition och subtraktion, t.ex. 5+ 2,7 - 4,10 + 3—2 + 15 - 8, kallas talen for termer och vid
multiplikation, t.ex. 10 « 3 « 8, fér faktorer. Vid addition kallas resultatet summa och vid multi-
plikation produkt.

Dividerar man t.ex. 147 med 39, far man heltalskvoten 3 och resten 30. Det gdller att

147 =3 « 39 + 30. Man kallar 147 dividend och 39 divisor. Allmdnt géller, att:

(2.1) Dividenden = Heltalskvoten * Divisorn + Resten " *

2.1 Kvadreringsreglerna

Forsta kvadreringsregeln
Exempel pa algebraiska rakneregler finner vi i harledning av rubricerad regel.

(a+b)*(a+b)=a(a+b)+b(a+b)=a’+ab+ab+b*=a”+2ab+b?
alltsa
(2.2) (a+b)-(a+b)=d +2ab+b"

Uttrycket kan &ven lasas fran hoger till vanster.

Andra kvadreringsregeln
Den andra kvadreringsregeln &r som foljer.

(a—b)x(a—b)=a(a-b)-b(a-b)=a*—-ab—ab+b* =a’—2ab+b*
alltsa
(2.3) (a—b)+(a—b)=d —2ab+b

Uttrycket kan dven lasas fran hoger till véanster.

' Hogre ingenjorskurs i matematik, Professor Kjellberg, Bo, Hermods — Malmé.
22 ab &r implicit (underforstatt) 24+ b.
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Konjugatregeln
Konjugatregeln &r som foljer.

(a+b)-(a—b)=a+(a—b) +b+(a—b)= az—hgw@—bz:az—bz
alltsa

(2.4) (a+b)+(a—b)=d-b"

Uttrycket kan likaledes lasas fran hoger till vanster.

Konjugatregeln &r mycket praktiskt att tillampa i det dagliga livet.
Skall du rékna ut t.ex. 38 * 32 som blir med konjugatregeln:
(35 + 3) «(35 - 3) = 35%-3% = 1225 - 9 = 1216.
Kvadraten pa 15 blir 1-2 =2 med tillagg av 25 bakom hundratalssiffran och du far 225. Pa

samma satt gér du med 6vriga kvadrater, som slutar p& 5. For t.ex. 25° far vi 2-3 =6 med tillagg
av 25 = 625, osv. Generellt galler for kvadrering av tal som slutar pa 5:

(n5)? = n*(n+1)*100+ 25

Utover detta maste du kunna:

(a—b): (a +ab+b) (* +ab+b ) b (i +ab+b)=

=a -I—\QJ-I—ab —&—a/éz—b— —b3)

a —b =(a—>)- (a —|—ab-|—b>

(2.5) a3—b3=(a—b)-<a2—|—ab+b2)

(a+b)-(a2—a-b+b2)=a-<a2—a'b+b2> +b- (a -a-b+b )
=a3—a2/-b—|—a\-19\2+a2/-b—a\l{2 +b =+
a3+b3=(a+b)-<a2—a'b+b2>

(2.6) & +b=(a+b)(d-ab+b)

samt kanske

(a—b) (a4+a3b+a2 b2+a b3-l-b4) (a4+a3b-l-a2-b2+a-b3+b4>—
—b( ta b—|—a B tab +b)

=a +a - +a 2\b3+a/b —\b—a/z—a\b —a/-b4—b5=a5—b5
P S =(a—b)'(a -I-a -b-l—a 'b +a-b -I-b)

(2.7) a5—b5=(a—b)~(a4+a3~b+a2'b2+a-b3+b4)
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och

(a —|—b)-(a4 — b +az-b2 —ab +b4) = a-(a4 — b +a2-b2 —ab +b4> +

+b(a' = b+d b —ab’ +0') =’ — /b +a b —afb ¥+
Y afb—a N\ +alb —a\b b =d + b
@ +b5= (a +b)-<a4 —ab —I—az-b2 —ab +b4)

(2.8) a5+b5=(a+b)-<a4—a3-b—|-a2-b2—a-b3+b4)

2.2 Pytagoras sats

”Pythagoras sats” anger sambandet mellan sidorna i en réatvinklig triangel. Den grekiske ma-
tematikern Pythagoras anses vara den forsta, som bevisade satsen, men den var troligen kand i
bland annat i Babylon redan tidigare. Satsen &r en av matematikens mest kanda bland den
breda allménheten.

Den traditionella formuleringen av Pythagoras sats ar: (2.9) a2 + b2 = c2

Kvadraten pa hypotenusan (c) ar lika med summan av kvadraterna pa kateterna (a och b).

Hypotenusan &r den langsta sidan i en ratvinklig triangel, som star mot den rata vinkeln och
kateterna ar de tva 6vriga sidorna, som bildar den réta vinkeln.

a*+b*=¢*

C

Bild 5 Ratvinklig triangel a

Bild 6 Pytagoras sats a’+b?=c?
Fora=3, b=4blir c =5 eller kvadraterna 9 + 16 = 25.

Mittpunktsnormal

En mittpunktsnormal till en stracka ar en normal (vinkelrat mot strackan) som gar genom
dess mittpunkt.

De tre mittpunkstsnormalerna till sidorna i en triangel sk&r varandra i en punkt, centrum for
triangelns omskrivna cirkel.”

® http://matmin.kevius.com/trianglar.php#retv
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Om felberakning

Exempel: Ett rums langd uppmattes pa fem olika stéllen till: 666, 669, 666, 666 och 668 cm, (kolumn
B nedan). Adderas talen och den darmed erhallna summan divideras med antalet observationer far vi
det aritmetiska medeltalet 667, se kolumn E rad (6) nedan.

For att fa ett matt pa noggrannheten i matningen tar man nu skillnaden mellan detta medelvarde och
respektive uppmatta varde. Vi far da +1, -2, +1, +1, och -1 cm. Den numeriskt storsta avvikelsen fran
medelvardet, (dvs. absolutvardet) ar 2. Matningen kan sagas vara utford pa 2 cm nér eller behaftat med
ett fel (egentligen felgrans) pa 2 cm. Resultatet kan vi skrivas som 667 + 2 cm och anger darmed att
den riktiga langden ligger mellan 665 och 669 cm.

A B C D E F
Matning nriMatt i cm |Ack summa C/A E(6) - Bx|E7/E6*100

1 666 666 666,00 1

2 669 1335 667,50 -2

3 666 2001 667,00 1

4 666 2 667 666,75 1

5 668 3335 667,00 -1

(6) Aritmetiskt medelvérde: 667,00

@) Den storsta absoluta avvikelsen: E2 2

(8) Avvikelse i % av medelvérdet: 0,30

Tabell 1. Matvarden - langdavvikelse

Att Overga till att mata i mm dr har meningslost, nar felet ar + 2 cm och uttryckt i procent

2. 100=0,3 %-
667
Matfelet kan ocksa teckna som (667 + (1)’ (3) -667) cm eller 667 - (1 + (I)E)S ) cm.

Ofta kan man utan att upprepa en observation bilda sig en uppfattning om storleken av felet (felgran-
sen). Om man t.ex. vid installning mellan tva skalstreck a en skala avlaser i hela skaldelar, kan felet
pga. avlasningen inte uppga till en hel skaldel. (Skattar man antalet tiondels skaldelar, blir felet &nnu
mindre). Anges ett métresultat (eller ett approximativt tal i allmé@nhet) utan att felets storlek anges,
raknar man med, att vardet &r riktigt pa 1 enhet i sista gallande siffran. Den sista siffran ar inte alltid
géllande siffra. Om man anger en langd till 82000 mm, &r alla siffrorna gallande, om métningen skett
pa 1 mm nar; ar daremot samma stracka uppmatt pa 1 m nar, dr 2:an sista gallande siffra. | senare

fallet skrivs hellre 82 m eller 82%10° mm. (Vet man att ett approximativt tal ar korrekt avkortat, dvs.
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att den gallande siffran ar hojd, om den féljande siffran ar 5 eller darover, &r talet riktigt pa 2 enhet i
sista gallande siffran.)

Da vi inte far talvardet av en storhet genom omedelbar uppmatning, utan som resultat av en utrakning
med ett eller flera direkt observerade vérden, berdknar man felet i resultatet. Hur en sadan felberakning
utfdrs, nar det galler de fyra enkla rdknesatten, visas genom foljande exempel.

3.1 Addition
Exempel 1. En triangels sidor uppmattes pa 1 mm nar till 225, 198 och 310 mm. Berakna triangeln
omkrets och matfelet.

Omkretsen =(225+1)+(198+1)+(310+1) = (733+3) mm. D& man fragar efter felgransen far vi
tanka oss att alla matetalen &r for sma eller for stora, dvs. omkretsen ligger nagonstans mellan 730 och
736 mm.

3.2 Subtraktion

Exempel 2. Temperaturen andras frén (17,0+0,1) till (99,6+0,5)°C. Ange temperaturstegringen

och matfelet.

Temperaturstegringen =(99,6+0,5)—(17,0+0,1) =(82,6+0,6) °C. For att f felgransen ténker
vi oss att vardet pa den ena matningen &r for hog och den andra ar for lag, dvs. att temperaturstegring-
en ligger nagonstans mellan 83,2 och 82,0 °C.

3.3 Multiplikation

Exempel 3. En rektangels sidor ar (20,5+0,2) och (50,0+0,4) mm. Sok rektangelns area (ytans
storlek) och matfelet.

Felen i sidorna &r 1,0 % respektive 0,8 %. Om vi till en borjan antager att matetalen pa sidorna &r for
Ianga kan arean uppga till

1,0 0,8 1,0 0, 8 1,0-0,8
+ —
100 100 10000

20,51+ L2950, 0(1+ %3 = 1025,0(1+ L
’(+100) ’(+100j_’ ’(Jr *

— 1025, 0 1—|—1’8—|— })‘8 —>1z1025,0 1+1’8 mm?.
100 100\\)Q 100

Analogt om matetalen ar for korta far vi =1025, O[l—%} ~1025-18 mm? eller sammantaget

=1025, O(li%} ~1025+18 mm? med andra ord areans storlek ligger ngonstans mellan 1007

och 1043 mm?.

1 . . . T PP o . . . .
Den sista termen i parentesen ar sa liten i forhallande till de 6vriga, att den kan forsummas.
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3.4 Division
Exempel 4. En kropp véger (50,2+0,1) g och har volymen (75,4+0,3) cm® (felet i %

754
man dividerar kroppens vikt med dess volym. For att fa det hogsta vérdet var till tatheten kan uppna,
antager vi att vagningen ger for lagt resultat och volymberakningen for hogt. Det Gvre gransvardet blir
da.?

50,2(1+§’63j 50,2(“0,2}(“(),‘1) 50’2(1+0,2+0,4+b\08j

= ( + 0_3) « 100 = + 0.4 ) Bestdm kroppens tathet och métfelet. — Tétheten far vi genom att,

_ 100 100) _ 100 100 10000
75,4(1— 0"‘) 75,4(1— O’4j(1+ 0"‘) 75,4(1— 06 j
100 100 100 100
0, 666( 1+ %)
‘= = 0, 666 + 0, 004

1
P4 motsvarande satt far vi det undre gransvardet till 0, 666 — 0, 004 .

Vi kan skriva tatheten till =(0,666+0,004) g/cm”.

3.5 Berdkningsregel
Av de anférda exemplen kan man vid felberédkning tillampa féljande regler:

1. Vid addition och subtraktion (termer) adderar man felen
2. Vid multiplikation och division (faktorer) adderar man de procentuella felen.

Exempel 5. For att bestamma volymen av en cylinder uppmatte man med skjutmatt diametern d och
hojden h, se tabell 2:

Métning d h
nr cm cm
1 4,99 2,52
2 5,02 2,51
3 5,00 2,52
4 4,99 2,53
5 5,00 2,52
Medelv. 5,00 2,52
Max fel 0,02 0,01
Fel% 0,4 0,4

Tabell 2. Cylinder matvarden

2

Volymen v ar da i ganger hojden h. Alltsa: y = = 495 cmz.

ndzh - 3.1405.002~2.52
4 4

2 Vi férlanger braket med uttrycket i nimnarens parantes, men med omvint tecken, for att kunna tillimpa
konjugatregeln i ndmnaren.

Tredje termen i tdljaren och andra termen i ndmnaren ar forsumbara.
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D& d? =d *d adderar vi har de procentuella felen = 0,8. Feleti 7 blir vid anvandning av narmevar-
det 3,14 sa litet som 0,03 %, som har forsummas. Felet blir alltsd 0,4+0,4+0,4=1,2% av 49,5
som &r = (), 6 cm”.

Svar: v= (49,5 +0,6) cm’.

Exempel 6. Berékna ./ 4 + ﬁ , ett dubbelt irrationellt uttryck4, och ange resultatet med fem deci-
maler samt ange felets storlek:

Vifar J4 4 [2 =[54142 =0.1+/541.42 = 0.1 +23.2685 = 2.32685.

| detta resultat har vi ett fel p& 0,0001 eller 0.002 % 5,4142 (=a). D& [q -\/a =a , foljer av felbe-

rakningsregeln, att proc. felet i \/; ar hélften av det proc. felet i a, alltsa 0,001 % av 2,32685 eller
0,00002. Tillkommer ett fel pa 1 enhet i sista siffran vid den 2;a rotutdragningen p.g.a. att det berak-
nade resultatet inte ar den exakta kvadratroten ur a.

Svar: /4 4.2 =232685 4 0.00003

3.6 Hjarngymnastik

Myrans gang
Du har en stor tandsticksask 4 « 8 « 2 cm.

8 em En myra befinner sig pa insi-

dan av asken vid A och gar den
kortaste vagen fran A till B och
A ater till A. Myran maste pas-

B sera samtliga sex sidor pa sin
véag. A och B ligger i mitten pa
var sin kortanda.

4cm

2cm

Bild 8. Myrans ask

e Hur lang stracka gar myran?

* Vissa uttryck av detta slag kan reduceras till enkla irrationella dito, men har gar vi inte in pa detta.
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Rakna med kvadratrotter

Ett tal, vars kvadrat ar a, sags vara kvadratrot ur a. Sa ar t.ex. 5 kvadratroten ur 25, eftersom

52 = 25. Men d& dven (-5)? = 25, s& &r dven -5 kvadratrot ur 25. Den positiva kvadratroten ur

a' tecknas med anvandande av rotméarke \/5 . Vill man ange bada rétterna skriver man i@.

Ex1. Vad ar x/3600,\/0,0016,\/§ , 24—29,J931225,\/34,81,\/0,014161 ?

| foregaende exempel utgdr talen under rotméarkena jamna kvadrater och dess kvadratrotter ar ration-
ella tal, som kommer av att de kan skrivas som kvoten (lat. ratio) mellan tva hela tal m och n, alltsa

under formen L _ Ett rationellt tal kan ocks4 skrivas som ett oandligt periodiskt decimalbrak. Ex.
n

16

% =0,66666 ..... —-=1,454545 ..., <= =0, 40000 ... (perioden kan aven utgores av nollor)

w |

Kvadratroten ur ett tal, som inte ar en jamn kvadrat, t.ex. ./ 2 , &r ett irrationellt (icke rationellt) tal.

Kunde ./ 2 skrivas under formen 2 | som vi antager &r forkortat s& langt som majligt, (att n inte kan
n

2
vara=1, d.v.s. ﬁ &r ett helt tal inses omedelbart) skulle m_2 , som da inte heller kan forkortas, vara
n
lika med det hela talet 2 som ar omojligt. Vi kan dock bilda ett oandligt icke-periodiskt decimalbrak,
sadant, att ju fler decimaler som medtages, desto mer narmar sig dess kvadrat vérdet av 2. Heltalssiff-

ran ar tydligen 1 och den forsta decimalen 4, da 1, 42 <2 men 1, 52 > 2 . Efter samma princip
erhaller man de féljande decimalerna och det sa bilade decimalbraket ar just ﬁ . Man far:

J2 =1,414213562 .....
Nér vi i en praktisk uppgift raknar med ett irrationellt tal, anvénder vi ett approximativt varde (nérme-
varde), som vi far genom att man avbryter det oandliga decimalbraket vid nagon viss decimal, allt

efter den noggrannhet, uppgiften kréver. Satter vi 1,4142 for \/? , ar felet mindre &n 1 i sista decima-
len. Man séger, att man angivet /2 pa 0,0001 nér.

Ja

Bild 9. Kvadrat med arean a - diagonalens langd

vV @ utgor matetalet for sidan i en kvadrat, vars areas matetal ar a (Iangd och area, som vanligtvis ut-
tryckes i motsvarande enheter, t.ex. i cm och cm?). Uppritas en ratvinklig triangel med vardera kateten
=1 langdenhet ar, enligt Pytagoras sats, kvadraten pa hypotenusan

! Har och i det féljande av detta kap. betecknar en bokstav ett pos. tal.
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2 area enheter och alltsa hypotenusan ﬁ langdenheter. Ar kateterna 1 respektive ﬁ langd enheter,
blir hypotenusan \/? langdenheter, osv. Det finns aven andra irrationella tal &n vissa kvadratrotter; vi
kan ndmna som exempel talet =3, 141592654 ....,” som utgor méatetalet for omkretsen hos en cir-
kel med diametern = 1 langdenhet. Ar diametern d langdenheter, blir omkretsen 7- d langdenheter.

Ex2. Berékna\/ 860 —J 126 + \/ 756, 7 —\/ 28 . Ange felet med fyra decimaler.

Svar: 40, 3175 + 0, 0004 .

Rikneregler 1, multiplikationsformeln:

41) [@-[F=[aF

Bevis: Formelns bada led har lika stora kvadrater, dé:
2 2

(Va-Jb) =(Ja) -(Jb) =ab

2
och
2
(Jab) =ab;

Bade hdger- och vasterleden ar positiva och ar darmed lika.
Enligt (4.1) blir /5-/11 =/55 =7,4162 £ 0, 0001

Da man i stallet for a kan skriva ./ a2 , foljer av (4.1):

(4.17) a-\/FZw/ az-b

En positiv faktor till en kvadratrot far flyttas in under rotméarket, om den kvadreras.

Berédkning av t.ex. ./ az kan antingen goras som:

10/7 =10(2, 6458 + 0, 0001) =26, 458 + 0, 001
eller helst som:
107 =700 =26, 4575 + 0, 0001
da resultatet nu blir noggrannare, om man tillampar (4.1°).

skall t.ex. iﬁ berédknas, sker daremot ingen inflyttning. (varfor?)
5
Vi far:

%ﬁz (2, 6458 +0,0001) =0, 52915 + 0, 00002

1
5

’Se kap 1. Om vara tal.
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Rakneregler 2:

Om man laser formel (4.17) fran hoger till vanster, galler, att:

En kvadratisk faktor far flyttas utanfor rotmarket, om kvadratroten dras ur densamma.

Shtex. ar /45 =/ 3% =3/5 och | % =%\/? Detta mojliggor ofta forenkling av ett ut-

tryck som innehaller rotmarken.

Ex3. Forenkla och berdkna:

J32 —5/98 +./512 +/1250

svar: 10,/2 =./200 =14, 1421 4 0, 0001

Man kan ofta férlanga under rotmarket med ett l&mpligt tal och darefter flytta ut kvadratiska faktorer
fran taljare eller namnare.

2 6 1 . 7 19-3
Exempel4. | =2 = | 2 =~ ; Exempel 5. L = 20 :_
P J 3 J9 35 P /1 12 12-3 /

Exempel 6. /3 26 = | ?(2)(6) /32 ; Exempel 7. /0, 039 = 13?)80 =ﬁ/390 ;
Exempel 8. /11,7 = | 9‘;717 ——\/— 047,7 ; Exempel 9. /2823 = | 28234 2823 4 —2/705,75 ;

Om det forekommer rotmarken i ett braks namnare, bor man eliminera dessa fore berékningen (var-
for?).

Exempel 10. 3 — _3-/5 =i\/?;ExempeI11. J3 _ 37 -1 o1

Js  J5s ? J28  J28- /7 14
Exempel 12. 1 _ J3-J/2 _ J3-J2 _[3-07;

vz (B3+V2)-(B3V2) (Yo (/2)

Exempel 13. \/?_\/7 = (ﬁ“ﬁ)(:;ﬁ_"z\/?) =
3/2-2/3  (3/2-2/3)- (3J—+2ﬁ)
3J—+6—6 2/_ L7

(3/2) - (2/3) ¢

Ex14. Eliminera rotmarkena i ndmnaren och berakna:

Ledning: Betrakta (1 + /2 ) som en term.

2
1+/2-/3

Svar: %(2 +J2 +/6)=2,9318 40,0001
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Riakneregler 3:

Enligt formeln (4.1) &r ﬁ a :\/; : Divideras har bada leden medﬁ, erhaller man
J b

divisionsformeln for kvadratrotter:

(Man bor lagga marke till, att ndgon motsvarighet inte galler for kvadratrotters addition och subtrakt-

ion och att séledes /¢ + /b inte arlikamed, dvs. % [a + b Visadet genom att kvadrera de
bada uttrycken.

Ex15. Forenkla: ‘/9£ :\/17E
6 6

/2E * /3g

Ex16. Forenkla: N 17 V14
/ 3

1f

7

Ex17. Forenkla: \/E—\/E : \/iJr\/i
b Va b Va
Ex18. Los ekvationen: x./5 +./5 =4 — 3 x

Ex19. Los ekvationssystemet:

1) Jx4+y=2/3 +2/2
) 2 —y/3=J2+/3

Svar: Ex15.4/56; Ex16.+/6; Exi7.+Ja—+b; Exis. x= M ~ 0.3368
4

Ex19. | x=2/3 + 1 = 4.4641
y=2J2 — 1 = 1.8284
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4.1 LOSNINGSFORSLAG

Ex3: Efter utflyttning av kvadratiska faktorer och sammanslagning av termer far vi resultatet:
J32 —5/98 + /512 +/1250 =4/2 —35/2 +16/2 +25/2 +25/2 =
=(4—-354+164+25)/2 =10/2 =/200 = 14.1421

Ex14:

. i(+3)+ 5] el
w1 -FH+) 5] (agay s

_20+V2+V3) _204V2 +V3)V2 L 242 Ve Ly E) -
1+2J2 +2-3 222 2 2
1+ 1,4141 ~2_|-0, 0001 n 2, 4495;0, 0001 _

— 1 4 L4l4l ;—FO'OO(” " 2'4495; 0.001 _ 1 4 0.7071 + 0.00005 + 1.2247 + 0.00005 =

=29318 % 0.0001
s B[

/27 / / \/7 /40*5
Ex186. 17*1 40%51%7 \/4*3=\/5
\F \F 10 \17+14+10 \ 2
7 7

Ex17.[ %EJ[ Ly [J_Ja_i_J{ﬁJ%ﬁ]:

(b (e B)-(Va-VB) | _ (=
( Vat (V) J Wair)
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Ekvationer av andra och hogre grad

Hur stor &r sidan i en kvadrat, vars yta ar 25 cm?®? Antar vi att sidan ar x cm, leder uppgiften till ekvat-
ionen x? = 25. Denna ekvation satisfieras av x-vardena +5 och -5 vilka utgér rétter till ekvationen. Som
svar pa fragan duger dock endast den positiva roten.! Kvadratens sida ar 5 cm.

Exempel 1. | en ratvinklig triangel ar hypotenusan 6 m och den ena kateten dubbelt sa stor som den
andra. SOk kateterna.

Antag att den mindre kateten ar x m och den stérre 2x m, far vi enligt Pytagoras sats x* + 4x? = 36

eller 5X2=36—)X2—§—)x +\/7 365 _+6\/—

5 5%

Den mindre kateten &r 2 / 5§ =~ 2 6833 M och den stérre —= 5 5 = 53666 M.

Bestam rotterna till ekvationerna:

EX2 3—)(:i SV&I’Z X:L::I_E,“Xzz—lE
5 3x 3 3

Ex3 X=2,X+2 4 Svar:X1=\/I_'3...X2=—\/§
x-1 x+1

Ex4. ax? + b? = a® + bx? Svar:x =Ja+b. -Ja+b

Av ekvationen (x + 3) =16 foljer x + 3 =+ 4, varav x = -3 + 4 som ger rotterna x, = 1 och
Xo = -7. (prova detta!)

Utvecklas kvadraten, far ekvationen formen x? + 6x + 9 = 16 eller x* + 6x = 7.
Foreligger ekvationen fran borjan under den senare formen, 16ser man den genom att till bada leden
addera 9, varefter den kan skrivas under den forsta formen. Rétterna far vi sedan pa angivet sétt.

Exempel 5. Los ekvationen x* —8x =-12
Addera 16 till bada leden.

X2 —8x=-12 > x* —8x+16=16-12 > (x—4) =4 > x—4=42 > x =6...x, = 2

Exempel 6. Los ekvationen x® + 3x +2 =0

Flytta 6ver den bekanta termen till hogra ledet och addera % till bada leden. Da far vi

2 2 2 2 2
X*+3x+2=0— X" +3x+ 31 (3 -2 x+§ _[3 —2—>x+§=i 3 -2
2 2 2 2 2 2

—>x=—§i B—>x=—§4_r1—>x1=—1...x2=—2.
2 4 2 2

! Fysiska strackor ar alltid positiva.
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Ex7. Los ekvationen 2x? —5x + 3 = 0 — Ledning: Dividera ekvationen med 2.

Svar: x :1%... X, =1

Ex8. x?+1=4x

Svar: X =2+\/§...X2 =2-3

Ex9. | en rektangel &r den ena sidan 5 cm langre &n den andra. Arean &r 176 cm®. Berakna sidorna.

Svar: X =11...X, =16 cm
De ekvationer som forekommit har kan skrivas som:
(5.1) X+ px=(q
som vi kallar 2:a grads ekvationens normalform.

I (5.1) kan p: koefficienten for x och g: den bekanta termen — ha godtyckliga positiva och negativa
varden, saval som 0. Ar p = 0 (d.v.s. saknas x-termen), sigs 2:a grads ekvationen vara ofullstandig.

For att 16sa (5.1) gor vi, som i exemplen ovan, vanstra ledet till en jamn kvadrat genom att addera
2
(g} till bada leden.

2 2 2 2 2
x2+px+(£) =(Bj +q—>(x+£j :(Bj rqoxtD=+ (Bj +q >
2 2 2 2 2 2

2
(5.2) X=—§i (Bj +q

Det ar onddigt att for varje gang, vi skall 16sa en 2:a grads ekvation, géra om denna rakning. Vi kan
sedan ekvationen givits formen (5.1), direkt skriva upp rétterna, som enligt (5.2) som ar:

Halva koefficienten for x (p) med ombytt tecken * kvadratroten ur denna halva koefficient i
kvadrat 6kad med vardet av hogra ledet (q).

5 15 7
_l’_

X—-8 X+2 X

Exempel 10. Los ekvationen

Hyfsas ekvationen s att den ges formen (5.1), for vi:

i—£+Z=O—>(x—8)(x+2)x(( > )—(£j+zj=0—>

X—8 Xx+2 X X—8 X+ 2 X

3 88— 112=0—x — 83_st _1% _, Enligt (5.2) blir d&
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2
e (4] A2, 4, o312 | 44 40 | o 1
3 3 3 3 9 3 3 3

Exempel 11. En person simmar 100 m uppfor en strom och tillbaka igen pa 5 min och 20 sek. Vilken
hastighet i stillastdende vatten motsvarar detta, om strommens hastighet var 10 m/sek.?

Antag att den sokta hastigheten &r x m/sek. far vi

100, 100 _ o1 100(x+10)+100(x~10)=52(x~10)(x+10) >
Xx-10 x+10 3 3
—>100x+1000+100x—1000:%(xz—100)—> 200x=%x2—$—>%x2—200x=@—>

_)XZ_@X:;[()O_)x:Ei /M ex:Ei§—>X1=4O m/min.
16 4 16 4 4

Den negativa roten satisfierar visserligen ekvationen men inte problemet och forkastas darfor.

Exempel 12. Ett markomrade i form av en rektangel med sidorna 20 och 28 m skall innehalla en grés-
plan pé& 4 ar (1 ar =10+*10m?) omgiven av en pa alla sidor lika bred vag. Sok vagens bredd.

Vi antager véagens bredd till x m.

4 ar 20 m

28 m

Bild 11. Grasplan omgérdad av en vag

28 +2x+ (20 —2x) *2x+400=20+28 — 56x+40x —4x + 400 =560 —

¥ —24x=-40— x=12+ /144 —40 - x=12£2/26 —» x, =12—2/26 ~1,802m.
Varfor duger inte den andra roten som svar pa problemet? X, = 12 + 2\/% ~ 22,198 m?

Exempel 13. En rektangels omkrets &r 32 cm och arean 68 cm?. Berdkna sidorna. Ar den ena sidan x

cm, blir den andra (16-x) cm. Vi far da: x« (16 —x) =68 — Y —16x=-68—

—>x=8+.,64—68 — x=8+, -4 (tvadimaginara rotter).
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I x ingar har kvadratroten ur ett negativt tal. Da det tydligen inte finns nagot vare sig rationellt eller
irrationellt tal, vars kvadrat ar negativ, kan vi dra slutsatsen, att nagon sadan rektangel inte existerar,
som vi forutsatte i uppgiften.

Ekvationen i féregdende exempel saknar rétter, om vi endast raknar med reella, d.v.s. rationella och
irrationella, tal. Emellertid har det for matematiken och dess tillampningar visat sig andamalsenligt att

utvidga talsystemet till att omfatta dven sddana storheter t.ex. .,/ -4 vilkas kvadrater &r negativa,
d.v.s. de komplexa (imaginara) talen. Innefattar vi i denna bendamning dven tal som 8 +./ -4 och

8-/ -4 , d.v.s. komplexa tal, vilka bestar av en reell och en imaginar term, kan vi saga, att ekvation-
en i foregaende exempel (i likhet med forut behandlade 2:a graders ekvationer) har tva rétter, fast de ar

imagindra och darmed ligger utanfor tallinjen. Ekvationen x=8 4+ ./ -4 kan skrivas som 8 + 2§
darj=./ -1 , eller normalformen x=a + bi.

Nér vid l6sningen av en 2:a grads ekvation enligt (5.2) uttrycket under rotmarket blir negativt, har
ekvationen tydligen tva imaginara rotter. Medraknar vi imaginara rotter och dessutom kommer 6ver-

ens om att 2:a grads ekvation har tva lika rotter (bada av vardet _g ), nér uttrycket under rotmarket ar

0, galler alltid, att en 2:a grads ekvation har tva rotter, vilka ar:

e bada reella och olika
e bada reella och lika eller
e Dbada imaginara

Exempel 14. Los ekvationen2 — 4x + 3x? =0

Ekvationen blir i normalform x?2 _% = _é , varav
2 [a-6 2 2. 2 2. 2 N2 oo
X=—%,[— > X=—t—1 > X =—+——1I...X, =————1 (tva imagindra rotter).
3 9 3 3 3 3 3 3

Exempel 15. LOs ekvationeng — 2x = Zi . I normalform blir ekvationen
X

2 9 3,19 9 3 3 3
X _3X:_Z_)X:E_ 212 —>X:§J_rO—>X1:E...X2:§ (tva lika rotter).

Ex16. Undersok for vilka varden pa q i ekvationen X —4x = Q har sina rotter:

a) reella och olika, Svar: q>-4
b) reella och lika, Svar:q=-4
c) imaginara. Svar:q<-4

X—+v3 X++3 2
Ex17. Los ekvationen E e 2—=0 Svar:_>x1:2\/§mx2:_%\/§

— 4+ 2—=
x+\/§ x—\/§ 3
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Ekvationssystem av andra och hogre grad

Har vi ett system av lika manga ekvationer som det finns obekanta och déarmed alla ekvationerna ar av
1:a graden utom en, som &r av hdgst 2:a graden, kan vi alltid 16sa systemet (d.v.s. bestdmma alla sam-
manhdrande varden pa de obekanta, rotsystem, vilka satisfierar samtliga ekvationer).

For 16sningen kan substitutmetoden anvéndas, i det man med hjalp av 1:a grads ekvationer uttrycker
alla obekanta utom en i den aterstaende obekant samt insétter de erhallna uttrycken i 2:a grads ekvat-
ion, som da kommer att innehalla endast en obekant och kan I6sas. Vi tillampar metoden pa systemet

Ex 40. x—y+z=0

2x—y—2z=0

2 2 2

x +y —5z =8
i det vi l6ser ut t.ex. x ur den forsta ekvationen och far x =y — z . Vi sétter nu detta uttryck for x i den
andra ekvationen som ger y =3 z som sétts in i den forsta ekvationen som ger x =2 z . Dessa uttryck
for x och y satter vi nu in i den tredje ekvationen och vi far

2 2 2 2 2 2
(2z) "+ (3z) —5z2=8—4z 49z —5z2=8—
2 2

-8z =8—z =1 —>z=i\/T—>zl=1...zz=—1
Som l6sning till ekvationssystemet far vi de bada ekvationssystemen

x=2 x=-2
y=3 y=-3
z=1 z=-1;

Ex 41. L6s ekvationssystemen

y+5 X
xy=16 x—y=4 2x—-3y+9z=3
(x-2z)(y—2z)=8

a){x-l—le ) | 3%¥=2 _5 Y ¢ [x+32=0

Svar:
a) [ %=2|x=8 b x1—4{x2—0.5 ) [x=-3 [X,=6
yl:8 y2:2 )}1:0 y2:_4'5 yl:O y2:_3

Om en ekvation &r av hogre grad &n den 2:a och de 6vriga ekvationerna dr av 1:a graden samt om mer
an en ekvation &r av 2:a graden eller daréver, kan vi i allménhet inte 16sa systemet. (slutekvationens
grundtal, och darmed antalet rotsystem, &r i allménhet produkten av de givna ekvationernas grundtal
men kan vara mindre.) Vissa dylika system kan vi dock l6sa. S kan systemen i foljande exempel I6sas
med substitutionsmetoden.

Ex42.a)| x-y=3 b) x2+y2=13 )| xt+y=5z
x3—y3=9 xy==6 x—y=2z
x3+y3=1852
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Svar: a) x1=2 x2=1 b) x1=3 x2=—3 x3=2 x4=—2
n=olhin=-2 N=2 =2 =3 =3

c) X, = x2—7 x3=—7
=0 9y, =3 4y, =3
z, = z,= z3=—2

I ekvationssystemet

Exempel 43. x2 —15 xy=y2

2

y txy—y=4
ar den forsta ekvationen homogen. Ur denna ekv. kan da 2 berdknas och man far ( ﬁ) =72 och

Y Y
( ﬁj -1 . Ekvationssystemet kan nu ersattas med tva enklare system
Y/
y +xy—y=4 y +xy—y=4
och
X _5 x__1
y y 2

vilka latt 16ses och ger rotsystemen

= 2 = - = - =
X, = 2 T [ % 2 X, 2 X, 1
1 _ _ _ .
y1=1? y2——1 v, =4 y4——2,
| foljande exempel kan man genom att dividera de i ett system ingaende ekvationerna med varandra,

skaffa sig en homogen ekvation, som kombineras med en av systemets ekvationer, varefter [dsningen
sker sdsom i nyss anforda systemet.

Ex 44. a){x2+xy=40 b){ 4y* —3xy = 4x c){ X’y —x> =96

y?—xy =12 1,25y2 +3xy = 2x+3y Ve +x%y =40
Svar: a) [Xx, =4 |[X,=-4 X3:5\/§ X4:—5\/§

y1:6 YZ:_G y3:_\/§ y4:\/§

b) [x =0 X2=g Xy = c)| X =-4 0vrigaimaginara
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Om digniteter och rotter i allmanhet

En kub med kantlinjen 2 cm har volymen 2-2-2 =8 cm?®. Produkten 2-2-2 skrivs kortare 23 .

I allmanhet: Produkten a-a-a-a-a ...aav n faktorer a, tecknas 4" (utlases: a upphojt till n) och

sags utgdra a:s n:e dignitet. Taleta kallas dignitetens bas och n dess exponent. Av geometriska
skal anvander man for 2:a digniteten a® och 3:e digniteten a® &ven bendmningen kvadraten respektive
kuben pd a (a* kallas stundom bikvadraten pé a).

D& 4" 4™ utgor produkten av (n + m) faktorer av a och alltsa kan skrivas ¢ T ™ , far vi raknelagen:

Potenslagarna

() a"-a"=d" o Exponenterna adderas.
Regeln om exponenternas addition galler pa samma satt en produkt av fler an tva digniteter med
samma bas.

. . m n—m n . e . m o ..
Enligtldr g -a =g (omn>m), varav man genom division med g far rdknelagen:

n

a" ™. Exponenterna subtraheras.

a —
m
a

n

Vadblira_,omn<m samtom n=m?
m
a

m
Da ( a") ar en produkt av m stycken faktorer a farvi enligt | rdknelagen:

m
(1) (") =d"™. Exponenterna multipliceras.
For multiplikation och division av digniteter med samma exponent men olika bas féljer tva raknela-
gar:

vy a"b"=(a-0)".

Mark, att nagon motsvarande enkel regel inte galler vid addition och subtraktion.
Vadar (a + b)° och (a-b)>?
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2.3 32
Ex 52. Forenkla [9ab ) (M)

2xy3

Svar: 6- (a-x)7

Kantlinjen hos en kub med volymen 8 cm?® &r 2 cm, d 23 = § . Talet 2, vars 3:e dignitet (kub) &r 8,
ségs vara 3:e rot (kubikrot) ur 8 och satisfierar ekvationen x3 =8.
Ex.Va 1. Denna 3:e grads ekvation har, utom den reella roten 2, tvd komplexa (imaginara) rétter. Visa

detta!

For den reella 3:e roten (kubikroten) ur 8 anvands beteckningen 3\/§ , dér 3:an kallas rotindex. Ek-

vationen x3 =-8 ger oss 3:e rotterna (kubikrotterna) ur — 8.

Ex Va 2. Av dessa ar endast — 2 reell Visa detta! Vi skriver: 3\/ -8 =-2

Ett tal vars n:e dignitet ar a, sdgs vara n:e rot ur a och satisfierar ekvationen x" = q . Det finns alltid
n stycken, reella eller imaginéra, n:e rotter ur a.

Ex 53. Bestam 4:e rotterna ur a) 1; b)-1; c) 16; d) -16; e) 4; f) -4.

Svar: a) 1, -1, tva imaginéra; b) alla fyra imagindra.; c) 2, -2, tva imaginéra; d) , fyra imaginara,
e)/2, -2 , tva imaginéra; f) fyra imaginéra;

o - o I m -y . 4
Av exemplet framgar, att det finns tva reella 4:e rotter ur a, om a &r positivt (tecknas / a ), och den

- . 4 " . " oo
andra numeriskt lika stor men negativa (tecknas -,/ a ). Ar aneg., dr alla 4:e rotterna ur a imagindra

Betraffande rotter i allmanhet géller:

1) Ar rotindex n ett udda tal, finns alltid en och bara en reell n:e rot ur a. Den har samma tecken som

aochskrivs "¢ . Vifardd \V —a =-"/a (ex: 3 =—2:—3/§).

2) Ar rotindex n ett jamnt tal, finns det tva reella n:e rétter ur a, om a ar positivt och tecknas

n\/ a , den andra numeriskt lika stor men negativa tecknas —n\/ a (for n = 2 utstts inte rotindex).
Om a ar neg., finns ingen reell n:e rot ur a.

Man kan saga, att rotutdragningen och dignitetsupphdjningen ar omvanda raknesétt, da det enligt
n

definitionen pa n:e rot galler, att (%) =a.
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1 1 1

Enligt (1'V) géller ¢4 2 p? = (ab) 2 och vi kan skriva att allmant géller:

(7.6) Va-b="Vab

jamte foljdsatsen:
n
(7.67) a°%=‘/ a' b

Formeln (/.6) utvidgas l4tt till det fall, d& vi har en produkt av fler &n tva n:e rotter.

m
Da (%) &r en produkt av m faktorer % galler enligt den utvidgade formeln (7.67 )

@67y (fa) ="

Som vid kvadratrétter far vi av (7.6) divisionsformeln:

(7.7) Ja _ufa
Vb

b

4 3 5 3 4
Ex 54. Forenkla / ab

s/ b

3
a

Svar: a2 b-s\/?
Ex 55. Berakna med fyra decimaler. a) 3 ST 570
10 10000

a3/ 57 g 3f 57
1000 100

Svar: a) 1,7863 b) 0,1786 c) 17,8632 d) 0,3849 e) 0,8291 ;

Ex 56. Forenkla och berakna. 3 1l __6 + 3 54

4 3\/1
Svar: — ﬁ = 0, 6300

Ex 57. Berakna. 4 nxz om inx3 =1
4

Svar x="/367 = 4, 8360

Y1 det foljande av detta kap. forutsatter vi forekommande bokstaver beteckna pos .tal.
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Om potenser och logaritmer

| foregéende kapitel stallde vi upp vissa enkla potenslagar | — \/* for uttryck av formen a”, varvid n,
enligt den betydelsen som vi lagt in i beteckningen a", ar ett positivt heltal. Man har emellertid funnit

det 1ampligt att ange an, dar n ges ett godtyckligt vérde, och definierat uttrycket sa, att de namnda
réknelagarna fortfarande galler. Detta blir (for rationella n-varden, 0 inberéknat) fallet, om vi infor
foljande tre definitioner:

y 2

(8.1) a? =" & (pochqpositiva heltal).
2! r
(Skall lag 111 galla, maste ju \ a 7] vara =ap, dvs. =q7 =q/ d ).
0

(8.2) a=1.

" 0
(Har blir lag 11, 2— = 4"~ ™, giltig for n = m, varvid brakets varde ar Loch a ).

am
(8.3) o ™= _L (mett positivt hel- eller braktal).
am
(Lag 11 galler da aven om n = 0. Villkoret n > m bortfaller).
2 1 4 3

Ex 61. Vad betyder: a)a3 ; b)42 ; c)x_3; d)b_1 1 €)a > ; f)x2 y_lzo‘?;

Ett uttryck av formen @ kallas potens®. En dignitet ar alltsa det specialfall av en potens, d& exponen-
ten n &r ett positivt heltal.

4
Ex 62. Skriv i potensform: a) ./ a3 ; b)Lz; c)4 1 ; d) 31 ce) 4
b 2 [x  bJc
Ex 63. Skriv i potensform (med 10 som bas): a) 100 : b) 1000 ; c) 10000 ; d) 0,1 ;
e) 0,01 ; f)0,001;

Att potenslagarna | — \/ géller for godtyckliga rationella exponentvarden (0 inrdknat), kan vi nu visa
om vi utgar fran lagarnas giltighet for positivt heltalsvarden pa exponenterna samt med anvandning av

de tre definitionerna (8.1 — 8.3) ovan jamte forut bevisade rotlagar.

Vi genomfor beviset av lag | for det fall, att exponenterna har positivt braktalsvarden. (Fér andra ex-
ponentvarden och for de dvriga lagarna sker beviset pa liknande sétt).

' Sid 89.
2 For att undvika komplikationer antar vi, att potensens bas a ar positiv.
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r r
. . q S/ qs | s 4s]
Omn:EOChmzl kanwskrlva:a”-am:aq -as = ap- ar = aps' arq =

q S
gs ps+trq ps L rq ﬂ_}_l
| ps r qs| + +
_ ap_aq: aps Vq:a qs :aqs qs :aq S:an m

Ex Va 3. Visa beviset for lag 11, 111, IV och V.
4
301 2 333
) ) ) 2 2 3 4
Ex 64. Anvand potenslagarna for att forenkla:a) ¢~ -¢~ ; b) X ; ¢) |z ;
1
2
X
_3
3 6
% 2 ( %) N2 2y PR
dc “-c:e \a D=1 | =] 9 a-a
2 10 2

—_

(2 b)_z-a .47

Ex 65. LOs ex. 58 — 60 (sid 92) genom att skriva om rotuttrycken som potenser och tillampa potensla-
garna.

2 1 2 1

Ex 66. Forenkla och berakna: 5 3 -103 +4 3 332 — 16 (1024) 6
3
Ssvar:2/2 =2,5198

. . . N 2
Man har &ven behov av att i en potens d" lata exponenten n vara ett irrationellt tal. Med t.ex. 3(J—)

menas da det varde, till vilket potenserna 31’ 4, 31’ 41, 31’ 414, 31’ 4142, ....narmar sig, da,/ 2 ersétts

med sina allt noggrannare rationella narmevarden. Aven for irrationella exponentvarden kan potensla-
garna visas galla.

s\ 7
Va 4. Vad blir t.ex. (2_ ﬁ) ?

Potenser med komplexa (imaginéra) exponentvarden kommer vi inte hér att ga in pa.
Ex 67. Berdkna genom att skriva varje faktor som potens av 2 och tillampa potenslagarna.

8 -256-3\/ 64 Svar: 4

1024- /128

Kunde man liksom i féregaende exemplet ovan skriva alla tal som potenser av en och samma bas,
kommer vissa sifferberédkningar (multiplikation, division och potensupphdjning) att enligt potensla-
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garna | — 11 motsvaras av enklare rdkningar med exponenterna. | praktiken har man valt 10 som bas
av skal, som vi strax skall se. D& 10" &r rationellt endast d n ar ett positivt eller negativa heltal

(10°=1; 10'=10; 10°=100;10"" =0.1; 10 >=0.01 ;....), blir exponenten irrationell, om
ett annat rationellt tal &n dignitet av 10 och dess inverterade varde skrivs som potens av 10.

Talet 3800 skrivs approximativt som = 103’5798 , dar heltalssiffran 3 i exponenten bendmns karakte-

ristikan och anger att talet &r av storleken 1000 samt att exponentens decimaler, 5798 mantissan, be-

stammer talets sifferfoljd, har 3800. Talet 3801 kan skrivas approximativt som = 103"5799 (mantis-

sans tre forsta siffror & samma som i féreg. mantissa).

Ex 68. Skriv talen a) 2 552 ; b) 6 765 och c) 0,02552 som potenser av 10:

Svar: 103.4069 : b) 103.8303 : C) 100.4069—2 3 :

Av exemplen a) och c) framgar det att tal med samma siffror har samma mantissa i sina tiologarit-
mer, som endast skiljer sig med avseende pa karakteristikan 3 respektive -2.

Karakteristikan for tal > 1 ar en enhet mindre an antalet heltalssiffror och
for tal <1 av formen 0, . . -n, dér n &r antalet nollor (heltalsnollan medréknad), varmed talet bor-
jar.

Ex 69. Ange tiologaritmerna for talen a) 3,895 ; b) 0,003895 ; c¢) 69070 ; d) 0,795 ; e) 0,0007 ;
f) 11,457 ;

I stallet for att multiplicera tva eller flera tal med varandra kan man éverga till att addera dess loga-
ritmer om de har samma bas for att sedan erhalla resultatet genom att logaritmsumman sétts som
exponent till basen. Analogt satt gér man om man skall dividera talet a med b men nu minskar man
a:s logaritm med b:s dito. Detta ar till stor hjélp nar man behandlar stora tal. I naturen forekommer
fenomen, som ar uppbyggt logaritmiskt, t.ex. var horsel. Ett ljud vars energi ar tio ggr kraftigare an ett
forsta ljud, uppfattar vi som endast dubbelt kraftigare an det forsta.

Med hjélp av logaritmpapper kan vi belysa detta.

1+2 3+4,5 7,5

31.622.776,7-316,2278 = 107> T3 = 10! ; 10.000.000.000 _,410=6_ % — 10,000
1.000.000
1| 2 3| & 5| 6| 7,5{ 10/ 20/ 30|

3
10'-10°=10

10°-10%5=10"° |

10 4
—=10
10°
Nomogram 1. Logaritm
3h e e __ . . -1.5931 .
Minirdknaren adderar karakteristikan och mantissan och visar 1() . OBS! Den negativa karak-

teristikan skrivs normalt efter mantissan for att visa samma mantissor for lika talféljder oberoende
talets storlek.
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Serier

9.1 Aritmetisk serie
En aritmetisk serie kannetecknas av att differensen mellan tva pa varandra foljande termer &r konstant.

Om den forsta termen betecknas med a, s &r den 2:a termen a + d, den 3:e a + 2d, och den n:e a + (n
—1) d. Betecknar man seriens summa med s far vi:

s=8+11+14+17+ 20

men vi far aven Adderar man dessa far vi

s=20+17+14+11+8

25=28 +28 +28 +28 +28 =5-(8 +20) som ger

9.1) s=5- 8 ';20 eller generellt g=,.% t[at (2” —1)-d]

Allmant & summan lika med antalet termer multiplicerat med medeltalet av forsta och sista termen i
serien.

Ex. 95. Vilken ar den 51:a termen i serien 2,5,8, ... 7

Ex. 96. Vilken & summan av a) de n forsta hela talen? b) de n forsta udda talen? c) de n forsta
jamna talen?

9.2 Geometrisk serie

En geometrisk serie kannetecknas av att kvoten mellan tva pa varandra foljande termer ar konstant.

Kvoten i serien 21 + 7 + 21 + 21 + z_i mellan en term och narmast foregaende ar har % :

9 27
Allmaént ser en geometrisk serie med n termer ut som foljer:

9.2) a+ak+takl+. ... +ak”

om 1:a termen betecknas med a och kvoten med k far vi summan s.

2 -1
1) sza-l-a-/-l-a\-/\-i- ..... —I—a/
Forlanger vi likheten med k far vi:

(2) —(k-s=a/4c+a- 2 +... —l—aé’_l + a-k") och efter subtraktion far vi

7
s-(1—k) =a-<1 —kn>
som ger
n
9.3) =g 11—’;{ giltigt for alla & # 1

Rékar k vara = 1 & summan = n-a (n st. a), jamfor (9.2) ovan genom att sétta k = 1.
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Ex.97. a) Hur stor &r den 11:e termen i serien 2, 1, % % ?

b) Och vilken term i ordningen &r %8 ?

Ex. 98. Inskjut mellan -0,2 och 625 fyra tal, sa att en geometrisk serie bildas.

9.3 Sammansatt ranta
Nar vi utfor ranteberakningar kan vi anvanda foljande beteckningar pa de begrepp som vi hanterar:

r = réntesats i %

n = antalet perioder

PMT = periodens inbetalning [annuiteten = ranta + amortering] (payment)
PV = nuvérde (present value)

FV = kommande vérde (future value)

(1+r) = forandringsfaktorn

Nagra samband

9.4) pr=t=0+n" pr

r
Eller med ord: nuvardet (PV) ar lika med braket 1 minus forandringsfaktorn (1+r) upphajt det

negativa vardet av antalet perioder (-n) i taljaren och rantesatsen r i namnaren samt braket multipli-
cerat med inbetalt annuitetsbelopp (PMT) i slutet av varje period.

r

1—(14+r)"
Eller med ord: annuiteten (PMT) ar lika med braket réntesatsen (r) i taljaren och 1 minus for-
andringsfaktorn (1+r) upphojt med det negativa vardet av antalet perioder (-n) i namnaren samt bra-
ket multiplicerat med nuvardet (PV) (normalt det lanade beloppet).

(9.5) PMT = -PV

(1+r)" —1
r
Eller med ord: slutvardet (FV) ar lika med ett konstant belopp (PMT), som betalas i slutet av

(9.6) FV=PMT-

varje period multiplicerat med braket forandringsfaktorn upphdjt i antalet perioder (1 + r)n minus 1
i taljaren samt rantesatsen i namnaren.

Ex. 99. Under 5 ar har 25000 kr vuxit med 7674 kr. sok rantesatsen.

Ex. 100. Folkmangden i en stad har vuxit under en 10-arsperiod med 33 %. Hur stor ar i medeltal den
arliga tillvaxtprocenten?

Ex. 101. Efter hur Iang tid (ar och dagar) har 50 000 vuxit till jamt 80 000 kr, om réantesatsen &ar 6 %
och att rantan kapitaliseras® vid slutet av a) varje &r, b) varje halvar?

! Rantan laggs till kapitalet.
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Ex. 102. En egendom har en skuld, som &rligen maste betalas med 9 000 kr i all framtid. Agaren vill
bli av med skulden genom att i fem ar betala en lika stor inbetalning vid samma tid pa aret, som de
9 000 kr skall betalas. Hur stor blir varje inbetalning, om réntefoten ar 6 % ?

9.4 Losningsforslag

Ex95. Visattera=2ochd=5 —2=23.Vifardaden5l:atermentill 2 + 50-3 =152

Svar: 152
Ex 96. a)SZ%-n-(n—l-l)i
C)S=n'2+2J —s=n(n+1);
Svar:a)Szén.(n_Fl) X b)sznz; c)s=n-(n+1)
11 NI g
Ex 97. a) Hur stor ar den 11:e termeniserien2 1, — — ... 7 2-(—) =—
9 b 23 45 2 512
b) Och vilken term i ordningen ér% ? 2.k=1— k:% och a=2 vilket ger
1 n—l_ 1 B
2 (7) =T 0

Svar: a) 1 ; b)den 9:e
512

Ex 98. Inskjut mellan -0,2 och 625 fyra tal, sa att en geometrisk serie bildas.
_12_0'](6_1:625 — Jk=-5 och vi far serien _lio; 1;-5;25;-125; 625;
Svar: Talenar 1; -5 ; 25 ; -125 ;
Ex 99. Under 5 ar har 25 000 kr vuxit med 7 674 kr. sok rantesatsen. Antag att forandringsfaktorn ar
(1 +x) dar »=x. Vikan da stalla upp problemet:
5_ 32674 R

25000+ (1 +x)°= (25000 +7674) — (1 +x)
25 000

—>1+x=5 32674 —>x=—1+5 32674 R Xz—1i1,0550—>
25000 o 25000

—Xx = 0,055 .. .<x2 =-2, OSSO) ; X, forkastas.

Svar: rantesatsen ar 5,5 %.
Ex 100. Folkmangden i en stad har vuxit under en 10-arsperiod med 33 %. Hur stor ar i medeltal den
arliga tillvaxtprocenten?
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Proportionalitet

Forhallandet mellan tva storheter &r kvoten mellan deras matetal, da de uttrycks i samma enheter. Sa
. I 0 o I 1 I ]
ar t.ex. forhallandet mellan de tva langderna 5 cm och 10 cm < samt forhallandet mellan en kvadrats

diagonal och sida &r \/7 . Vilken enhet man véljer &r likgiltigt. Uttrycks de bada strackorna 5 cm och
10 cm i stallet i mm, blir forhallandet dem emellan 15700 , alltsa fortfarande % . N&r man talar om for-

hallandet mellan storheter, forutsatts naturligtvis att storheterna ar av samma slag, t.ex. tva langder, tva
areor, tva vikter, etc. fyra storheter sags vara proportionella, om forhallandet mellan den forsta och
andra (matetal a, resp. b) = forhallandet mellan den tredje och fjarde (métetal c, resp. d). da géller lik-
heten:

(11.1)

Den fjarde storheten bendmns fjarde proportionalen till de évriga (tagna i ordning 1:a, 2:a och 3:e)

Ar de b&da mellersta storheterna (den 2:a och 3:e) lika, d.v.s. har vi tre storheter, for vilkas méatetal a,
b, d galler, att

_b

11.2 a
(11.9) 5

Séags den tredje storheten vara tredje proportionalen till den férsta och andra. Den andra storheten
bendmns medel proportionalen till den forsta och tredje.

Ex. 118. Ange fjarde proportionaliteten till a) langderna 5 m, 8 m och 3 m samt till
b) vikterna 2 kg, 3 kg och 400 gram.

Ex. 119. Vilken &r den tredje proportionalen och medel proportionalen till de tva strackorna 7 cm och
28 cm?

Likheten (11.1), dér ju endast obenamnda tal ingér, kan pa flera sitt omformas med hjalp av alge-
brans réaknelagar.

Genom att avlagsna namnaren erhaller vi
(11.3) ad=bc

Divideras denna likhets bada led med a c, far vi (sedan leden bytt plats)

114 b_4d

a ¢
En likhet, som ségs ha uppkommit ur (11.1) genom invertering.

Genom division av (11.3) med c d erhéller vi

(11.5) a _ % vilken likhet man séger vara bildad ur (11.1) genom alternering.
c
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Om man 6kar bada leden i (11.1) med talet 1 och gér likndmnigt, erhaller vi % 11= 5 11 -

(11.6) at+b _c+d
b d
Denna likhet &r bildad ur (11.1) genom sammansattning.

Sétter man de bada leden i (11.1) =k, blira=k-b, c=k-d . Adderar vi nu de bé&da likheterna fér vi

a+c=k(b+d) — k= ZI; och genom subtraktion g — c=k(b —d) — k= Z:; .
Vi far nu
(11.7) a_c¢c_atc_a—c

b d b+d b—d

De béda sista braken i (11.7) sags ha uppkommit ur de tva férsta genom korresponderande addition,
resp. subtraktion. P2 motsvarande sétt kan man ur flera &n tva sinsemellan lika brak

(i - c_€_ ) bilda nya brak (t.ex. M) som ar lika med vart och ett av de
btd—f...

givna braken.

De storheter, for vilka a, b, ¢ och d i likheterna (11.1) - (11.7) , behéver inte alla nédvandigtvis vara
av samma slag. Dock ar att marka, att, om ett i dessa likheter ingdende brak skall kunna utldsas sasom
forhallandet mellan tva storheter, sa maste storheterna i taljaren och namnaren vara av samma slag.

b _ c¢c—d

Ex. 120. Om ,visaatt 49 _ y (férdelning)

Ex. 121. Om % — € _ € visaatt vart och ett av dessa brik — 4 —ct2e

b d f b—5d+2f
Exempel 122. Visa, att areorna av tva trianglar med lika stora hojder forhaller sig till varandra sdsom
baserna.

Den ena triangelns area, bas och hojd kallar vi T, b och h ; motsvarande storheter hos den andra triang-

bh b h b

eln kallar vi Ty, b; och h. Vi fardd 7= 22 och 7~ = —— som efter division ger Ir_»b .
2 1 2 | b .

Benamningen proportionella storheter anvandes &ven om flera storheter an fyra. Om mot en grupp

storheter med matetalen a, b, ¢. .. svarar en annan grupp lika manga storheter med métetalen

... S&,att
al’bl’cl

(11.8) a_b _c_ . ségs den ena gruppens storheter vara (direkt)

a b ¢

proportionella mot den andra gruppens. De tre storsta storheterna i de bada grupperna kan t.ex. vara
sidor i var sin triangel; trianglarnas sidor &r d& proportionella, om (11.8) &r uppfylit.

Ar daremot (11.9) aa = b-b1 =T séger man, att den ena gruppens storheter ar omvant

proportionella mot den andra gruppens. Sa ar t.ex. en triangels tre héjder omvént proportionella mot
de mot de motsvarande baserna, da g-4 = b-hb =ch .
a C
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Vi kan hér beskriva ytterligare fall av proportionalitet. — Omkretsen hos ett antal cirklar &r proport-
ionella mot cirkelns diameter, da kvoten mellan méatetalen for varje cirkels omkrets och samma cirkels

diameter & = . Man uttrycker saken kortare genom att sdga, att en cirkels omkrets &r proportionell

mot des diameter och anger detta genom formeln (11.10) % =qeller O =md . Formeln innebér,

att om en cirkels diameter och diarmed dess omkrets forandras, s ar dock kvoten mellan omkretsens
och diameterns matetal standigt densamma. Detta konstanta vérde kallas (har liksom i andra formler,
som uttrycker proportionalitet) proportionalitetskonstant eller proportionalitetsfaktor.

Vid en likformig rorelse tillryggaldgges pa lika langa tid lika langa vagstrackor. Vagen (v) ar da pro-

portionell mot tiden (t) enligt (11.11) X —, eller v=/A-¢ dar proportionalitetskonstanten h fatt
t

namnet hastighet. Méter vi vagen i m och tiden i sek, blir hastigheten uttryckt i m/sek. Observera, att

vdgen och tiden &r storheter av olika slag. For att samma dmne &r tatheten (a) proportionell mot vo-
lymen (v).

Formel: (11.12) 2 — eller a=s-v. Proportionalitetskonstanten s benamns tathet.
%

For en och samma gasmassa (vid oférandrad temperatur) &r trycket (p) omvant proportionellt mot
volymen (v). Formel: (11.13) p-y=kdér k &r en konstant.

Formeln(11.14) A= b-h for en rektangels area anger, att arean ar proportionell mot héjden, om
basen &r konstant, och att bas och héjd & omvént proportionella, om arean &r konstant.

Réntan pa ett kapital uttrycks genom den kinda formeln (11.15) , = 1 Kpt- Av uttrycket
100

framgar, dels att rantan r &r proportionell mot kapitalet K, om procenten p och tiden t ar konstanta,
dels att r &r proportionell mot p, da K och p ar konstanta. Man brukar kortare séga, att r ar proportion-

ell mot K, p och t, varvid proportionalitetskonstanten &r I:TO :

11.1 Losningsforslag

Ex118.a) 2 =3 L g=38 ;2% eller4,8 ;204 ;304 4
d 5 5 3 d 2
Svar:a) 48m; b) 0,6 kg
Ex 119
2
728 L 28,
a) 28 d 7
b)lzi—wc2=7-28 S x=F14- x =14... (x =—14f6rkastas>
x 28 1 2
Svar:a) 112cm; b)14cm
Ex120. 4 _€¢ , @ _y_¢ y_,a-b_c—d .a_c _,a-b_c—d
b d b d b d b d b d
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Tre teorem for trianglar

14.1 Sinusteoremet
For den mot sidan ¢ dragna hojden he far vi ur de bada ratvinkliga trianglarna i fig. 30 tva
uttryck, namligen a sin(B) och b sin(a.).

" asin(B)=bsin(o) eller

(14.1) a __b
sin(ot)  sin(p)
b a h
C
a ) a [
C
Fig. 30. Spetsvinklig triangel Fig. 31. Trubbvinklig triangel

Ur fig. 31, dér vi kallat sidovinkeln till den trubbiga vinkeln a for o far vi pa samma satt

asin(B) =5 sin(ocl) eller

a b

sin((x1> sin(B)
Formeln (14.1) kommer gélla dven for detta fall, om vi kommer dverens om att:

Sinus for en trubbig vinkel &r = sinus for dess sidovinkel (supplementvinkel).

Drar vi héjden mot a eller b i stallet fér mot ¢, kan vi komplettera (14.1) med ett tredje led
innehallande den tredje sidan och vinkeln. Som ett fullstandigt uttryck for sinusteoremet far vi
da:

(14.2) a ___b __c
sin(oc) sin(B)  sin(y)

Eller i ord: | varje'triangel &r sidorna proportionella mot de motstaende vinklarnas sinus.

I likheten (14.1) ingar fyra triangelelement, tva sidor och de bada motstaende vinklarna.
Kénner man tre av dessa element, kan det fjarde alltsa berdknas med sinusteoremet.

! Teoremet giller dven for en ratvinklig triangel. Ar t.ex. y = 90° (sin(y)=1) , farvi

sin(a) :%, sin(B) = b (def).

C
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Ex. 181. Tva vinklar i en triangel ar 150° och 13°. Den mot den férra vinkeln stdende sidan &r 2 m.
Berakna den mot den senare vinkeln stdende sidan. Svar: 0,8998 m.

14.2 Ytteoremet (Areateoremet)

ch
Da i saval fig. 30 och 31 h =b sin(o.) och da triangelarean ar 7= —< , fér vi
(14.3) T= bCSln(a)
2
(14.3) sin(0) = 21
bc

Den fullstindiga formeln

(14.4) T= besin(o) _ acsin(B) _ absin(y)

2 2 2

ger uttryck at det s.k. ytteoremet, i ord:

Arean av en triangel ar halva produkten av tva sidor och sinus for deras mellanliggande
vinkel.

Ex. 182. Tva sidor i en triangel &r 2 och 3 dm samt deras mellanliggande vinkel 149°. Berakna
triangelns area. Svar:1,5451 dm?.

14.3 Cosinusteoremet
Tillampar vi i fig. 30, Pytagoras sats pa den ratvinkliga triangeln, vars hypotenusa ar a och vars kateter
arhsin(a) och (¢ —bcos(a)), farvi

PN 2 (hsin(a))’ + (¢ - boos(ar)) —
e b —>a2=bzsin2(0c) + <02 + cosz(oc) —2bccos(0c)) -
5 o eller d& (12.5) sin”(ct) +cos () =1
/ c \ a2=b2-<sin2(oc) +cos2((x)> +J —2bccos(a) —
c-bcosa bcosa (14.5) i=p +cz—2bccos(06)

Fig. 30b. Spetsvinklig triangel

Ur motsvarande triangel fig. 31 (hypotenusan a, kateterna p sin(ocl) och c+b cos(ocl) ) far

Vi pd samma satt

L=+ +2bccos<oc1)
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Formeln (14.5) kommer att galla dven for denna trubbvinkliga triangel under forutséttning att
cosinus for en trubbig vinkel &r = minus cosinus for sidovinkeln (supplementvinkeln).

Formel (14.5) och tva analogt harledda formler utgér det s.k. cosinusteoremet:
(14.6) a=b —|—c2—2bccos(0c)
b= +d —2ca cos(B)

c2=a2+b2—2abcos(y)

eller i ord: 1 varje*triangel &r kvadraten pd en sida = summan av kvadraterna pa de andra
sidorna minus med dubbla produkten av dessa sidor och cosinus for deras mellanliggande
vinkel.

| formel (14.5 / 14.6 ) ingér fyra triangelelement, tre sidor och en vinkel. Ar tre av dessa
kénda, kan alltsa det fjarde berdknas med cosinusteoremet.

Ex. 183. | en triangel &r tva sidor 2 och 3 dm samt mellanliggande vinkel 120°. Berdkna den

tredje sidan. Svar: /19 = 4.359dm.

14.4 Losningsforslag

Ex 181. 2 X, =2sin(3) 58998 Svar: 0,900 m.
sin(150)  sin(13) sin( 150)

Ex182. 7—23sin(149) _ ,_ w 15451 Svar: 1,5451 dm?.

2

Ex183. 4°=2° +3%—-2.2.3 cos(120) - a=/13—12-(-0.5) =/ 19
Svar: /19 = 4.359dm.

2 Teoremet giller dven for en ratvinklig triangel. Ar t.ex. =90 ° (cos(a) =0), ger formel (14.6)

>

a*=b*+ c* (Pytagoras sats).
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14.5 Hjarngymnastik

Tank pa ett tal mellan 1 och 63 /127 / 255 /... / 1 048 575
Du har ett antal brickor med ifyllda tal.

1]13]5 2(3]6]7]10]|11
125|127 126|127
415|167 8|9 |10(11] 12| 13|14 15
124(125| 126|127 127
16 32 64
127 127 127

Bild.71b. 7 tal-brickor

Procedur: Du uppmanar en person att tdnka pa ett tal mellan 1 och t.ex. 127. Du visar denne en bricka
i sander och fragar om talet finns med pa brickorna, ja eller nej. Nér brickorna ar genomgangna sager
du vilket tal han tankte pa.

e Forsok hitta monstret i taluppbyggnaden pa respektive bricka.

e Fyll i de felande siffrorna och avlagsna fargerna.

e Du kan utoka antalet brickor och far da fordubbla antalet tal (rutor) per bricka for varje ny
dito.

e Fundera ocksa ut hur du skall veta vilket tal, som den utfragade tanker pa.

Forfattaren gjorde en uppséattning pa 20 brickor i gymnasiet fran 1 t.o.m. 1 048 575, men fick ha en
invigd mellanhand, som hjalpte den utfragade att svara ja eller nej pa brickorna, vilka inte var helt
utskrivna utan visade endast talserierna som t.ex. alla udda tal; 2-3, 6-7, 0.s.v.; 4-7, 12-15, 0.5.v.; 8 -
15, 24 -31, 0.5.v.
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Solvering av snedvinkliga trianglar

For att solvera trianglar har vi nu tillrickligt med hjdlpmedel (féorutom minirdknarens
trigonometriska funktioner) sinus- och cosinusteoremen jimte den kénda satsen om triangelns
vinkelsumma: ¢ + 3 4+ y= 180 ° , dessutom kan arean berdknas med hjélp av ytteoremet. De

tre av varandra oberoende element, som maéste vara givna, kan ha sddana talvérden, att ingen
triangel kan bildas av dem, och det kan dven intréffa, att man fér tva trianglar. Vid
triangelsolvering kan man sarskilja fyra fall (jamfor de fyra kongruensfallen, sid 157-158).

En sida och tva vinklar ir kanda.

(|5VT)1 Man erhéller den tredje vinkeln av triangelns kénda vinkelsumma och de obekanta
sidorna med sinusteoremet. Om de bdda givna vinklarna dr mindre dn 180°, kan i detta fall
alltid en (och endast en) triangel bildas.

Exempel.184. Givet: ¢ =4.257, 0.=32.15°, p=10.76 ° Solvera triangeln och beridkna arean.

v ° ° .
i a=4.057 y=180" — (o +B)=137.09 ;
b= asin(B) _ 4.257-s1n(1o.76) 14935
0=32.15° B=10.76" sin( o) sin(32.15)
Cc
Bild 72. Spetsvinklig triangel
_ asin(y) _ 4.257-sin(137.09) 54467 -
sin( o) sin(32.15) ' ’
- abs;n(y) _ 4.257-1.49352-s1n(137.09) —2.1644 ; Miitk, att sin(y) = sin (o + B).

Tva sidor (a och b) och en motstaende vinkel () ar kidnda.

(| Isvt)  Den andra motstiende vinkeln (B) far vi med sinusteoremet, dérefter den tredje
vinkeln av triangelns vinkelsumma och sedan den tredje sidan med sinusteoremet. Vid
berdkning av B kan det intréffa, att:

(1) sin(B) blir < 1 (Vid logaritmisk rékning ér sin(B) < 0). Vérdet pé sinus svarar dd mot
tva vinklar: dels den spetsiga vinkeln och dels (enligt gjord 6verenskommelse) den trubbiga
vinkeln, som den forras supplementvinkel. Bada dessa kan anvidndas, om den sokta vinkeln
(B) star emot den storre av de givna sidorna (b > a). Tva trianglar kan da bildas av de givna
elementen (o maste dock sdsom stiende mot den mindre sidan vara spetsig). Daremot kan
endast den spetsiga vinkeln anvindas, om den sokta vinkeln star mot den mindre av de givna
sidorna (b < a). Vi far endast en triangel da (o far vara sévél spetsig som trubbig).

(2) sin(pB) blir=1 ( log (sin(B)) =0), vilket svarar mot det enda virdet =90 ".

En [6sning och vi fir en réitvinklig triangel, (o maste sdsom ingaende i en rétvinklig triangel
vara spetsig).

tsvT= Sned-Vinklig-Triangel.
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(3) sin(p) blir > 1[ logl()( sin(p) > 0 ]. D4 virdet av sinus inte kan 6verstiga 1,” kan ingen

triangel bildas av de givna elementen.

Av de tre fallen framgar det tydligt ndr man konstruerar en triangel, dé tva sidor (qochb) samt
en motstaende vinkel (o) &r givna. Man avsétter nu frin den givna vinkelns spets pa det ena
vinkelbenet ett stycke = b, vars andra dndpunkt (ddr b méter @) utgér medelpunkten for en
cirkel med radien = a. I fig. 32b dr de tre omndmnda fallen markerade med motsvarande

siffror. D enligt sinusteoremet sin () = M
a

, varvid bsin(o) = (se fig.), innebar
sin(B) < 1,att a>h; sin(B) =1, att a =4 och sin(B) > 1, atta <h

(Aven om det inte dr nddvindigt, bor man vid triangelsolvering for kontrollens skull utféra
konstruktionen i enhetlig skala.)

(o
(2)a=h .
a
h| s
A /& A

. !

8 R
k En triangel e Tva trianglar Rétvinklig
ACB; - ACB; triangel

Fig. 32. Konstruktion av triangel

Fig. 32b ar Erikssons sammanstéllning av fig. 32.

OBS! Att (2) a = h inte #r en snedvinklig triangel. Ar a=5b
, har vi inte en snedvinklig triangel utan en likbent eller
en liksidig triangel.

Fig. 32b. Konstruktion av triangel - sammanstdllning

Exempel. 185. Givet: ¢ =10.48; h=13.25; 0.=29.37 ° . Solvera triangeln.

sin(B) = bsin(o) _ 0.6201 ( ~ fallet 1 med tvé trianglar), B, =38.32°,
a
B2=18O° — B1=14l.68°; yl=180° - a—B =11231"; v, =180" - o— P =895";
asin(y asin(y.
c =#=19.769, ¢ =— (%) ~3324
I sin(a 2 sin(o

?d.v.s. h>a vilket &r orimligt.
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Exempel. 186. Givet: p=4.281; ¢=7.134; B=3687592 ° Solvera triangeln.

sin(y) = CSH;(B ) 7'134'?(2;61'87592) ~0.999999967 = 1

(vfallet (2)) —y=90"; a=90" —36.87592" =53.12408 " ;
a=csin(a) =7.134-sin(53.12408 " ) = 5.707 ;

Tva sidor och mellanliggande vinklar ar kdnda.

(Ilsy7) Forst bestims den tredje sidan med cosinusteoremet och sedan beriiknas den
mindre av de obekanta vinklarna med sinusteoremet, varpa den tredje vinkeln far vi av
triangelns vinkelsumma. Man far alltid en (och endast en) triangel.

Anledningen till att vdlja den mindre vinkeln (d.v.s. den mot den mindre av de givna sidorna)
dr, att denna med sédkerhet dr spetsig (om den storre vinkeln &r spetsig eller trubbig kan vi inte
avgora med kdnnedom om dess sinus.) Dessutom tillkommer, att noggrannheten i
vinkelbestimningen blir storre vid detta val av den spetsiga vinkeln (sinusfunktionen dndras
langsammare, ju nirmare 90° vinkeln ligger).

Exempel. 187. Givet: a=50.46 ; b=48.74; y=24.1°. Solvera triangeln.
c=Jd +b*—2abcos(y). Dia>=254621, b>=2375.59, 2a b cos(y) =4490.00, blir
c=431.71 =20.78; sin(P) =M=0.9577 - B=733"; =180  -B—7=826"

c

Alla sidorna ar kanda.

(I'Vsy7) En av vinklarna bestims med cosinusteoremet, direfter den mindre av de bada
6vriga med sinusteoremet, varefter den terstdende vinkeln far vi av triangelns vinkelsumma®,
Man far en (och endast en) triangel, om summan av tva sidors talvdrden ar storre dn den tredje
sidans.

Vi borjar forslagsvis med den mellersta vinkeln (den storsta kan vara trubbig, varvid dess
cosinus enligt gjord 6verenskommelse dr negativ; den minsta ger simre noggrannhet, da
cosinus dndras ldngsammare, ju ndrmare 0° vinkeln ligger”).

Exempel. 188. Givet: a =5.128 ; b=4.532; ¢=8.036. Solvera triangeln.
2

2 2
cos(0) = Z’J;% Dé p”=20.539, ¢ =64.577 och 4" =26.294 blir
C
cos(a) = _ 88058075
2-4.532-8.036
— 0.=36.14"; sin(p) _ bsin(a) =5.5212>B=3141";
a

Y=180" —o—P=11245°

* Ar sidorna uttryckta i enkla tal, kan det vara lika l4tt att berikna tva vinklar med cosinusteoremet (och dven
den tredje for kontrollens skull).

* Har endast betydelse da vi hamtar talvirdet fran tabeller i stillet fér minirdknare, som visar tillrickligt manga
decimaler, eller datorprogram fér matematik.




196 15 Solvering av snedvinkliga trianglar

Svar: 0.=36.14°, B=31.41" ochy=112.45".

Ex. 189. Tva krafter pa 4.6 och 5.0 Pa ° paverkar i samma punkt och bildar 40° vinkel med
varandra. Sok deras resultant. Svar: Resultanten dr 9.0 Pa
EXx. 190. En kraft pd 83.25 Pa skall uppdelas 1 tva komposanter, som med densamma bildar

vinklarna 50.3° och 48.6°. Bestim komposanternas storlek.
Svar: 63.21 och 64.83 Pa.

EX. 191. I ett parallelltrapets ar de parallella sidorna 5 och 8 cm samt de icke parallella 2 och
4 cm. Beridkna figurens vinklar och dess area. — Vi drar en konstruktionslinje, som delar

trapetset i en triangel och en parallellogram.
Svar: Vinklarna: 104.5°, 75.5°, 151.0° och 29.0°, Arean: 12.59 cm”.

EX. 192. For att bestimma avstandet mellan tva punkter A och B har man frdn punkt C
uppmitt AC =520 m och BC = 600 m. Dérefter har man utefter CA méitt av CD = 10 m och
utefter CB strackan CE = 12 m. Strickan DE befanns vara 9.6 m. Berdkna AB.

Svar: Strackan AB =485 m.

Ex. 193. For att bestimma hdjden av en bergstopp P uppmatte man i tvé punkter A och B,
som ligger 1 horisontalplanet genom bergets fot pd 930 m avstand fran varandra, vinklarna

QAB=475 ° och OBA=56.8 ° , dar Q &r P:s projektion 1 horisontplanet. Dessutom bestdms

vinkeln PAQ (toppens hojdvinkel eller elevationsvinkel) till 35.6°. Hur hogt ar berget?
Svar: 575 m

Ex. 194. 1 en triangel ar tva sidor 102.3 och 103.4 cm samt mellanliggande vinkel 50.6°.
Beridkna arean och ange berdkningsfelet. Felet i angivna vdrden dr 1 enhet i sista siffran.

Svar: 4087 + 14 cm2

> 1 Pa (Pascal) =
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Regelbundna manghorningar

Fig. 36. Element i en regelbunden
mdnghérning

Sammanbinder manen regelbunden n-hérnings mittpunkt med andpunkterna
av ensidas , erhaller man en likbent triangel (n-hérningens grundtriangel,
n

b

se fig. 36), dar de lika stora sidorna &r r (omskrivna cirkelns radie) och

360 °
n
manghorningen inskrivna cirkelns radie, aven kallad manghdérningens
apotem) delar grundtriangeln i tva kongruenta ratvinkliga trianglar. Ur den
ena av dessa kan man, om tva av storheterna n, r, 5.0, ar givna, berakna

vinkeln mellan ar .Denmots , dragna hojden Q, (denii
n

>

de bada dvriga.

Utgar vi t.ex. fran n och r som kénda, far vi:

(17.1) Sn=2rsin( 18

n

n

(17.2) Qancos( 18

2
0 ]1

Grundtriangelns area ¢ far vi som halva produkten av bas och hojd eller ocksa enligt ytteoremet?‘:
n

(17.3) tnzrzsin( 180 ] cos(%) - é“n(ﬂ) 3

Manghorningens area:  (17.4)

och dess

omkrets: (17.5)

n

a =n-t
n n

o =n-s.
n n

Ex. 204. Berdkna den regelbundna 9-hdrningens omkrets och area, a) om den omskrivna cirkelns
radie ar 5 cm; b) om den inskrivna cirkelns radie ar 5 cm.

Svar: a) 30.78 cm ; 72.31 cm2 b) 32.76 cm ; 81.89 cmz.

For vissa n-varden finns pa de trigonometriska funktionerna for

180 °
n

exakta uttryck, i vilka av

irrationella tal endast kvadratrotter ingar; i sadana fall kan man dven exakt uttrycka s  (liksom
n

t ,a ,o0 )ir.
pn’ I’l’ n7 I’l)

! 0 (ro) grekisk bokstav, se appendix sid 369.

2(14.1) sid 189.
*1fr (20.7) sid 248.
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Ex. 205. Uttryck exakt s och tn ir,narn=3,4o0ch6.
n

Av (17.1) och (17.3) far vi med k'annedom om de exakta uttrycken pé sinus fér 30°, 45°, och 60° *
2
r r
3,s4=r 2,s6=r, och t3— \/—t—— :Tﬁ

2
(Hur kan uppgiften l6sas pa annat satt?)

Vid exakt berédkning av s for en del andra n-varden an i exemplet ovan kan vi anvanda
n

cosinusteoremet, som, tillampat pa n-horningens grundtriangel, ger

(17.6) Si=2r2[1 —cos[ 3630 )J
Vi far t.ex.

(1) sg=ry2-Jy2
@) s,=ry2-V3

Med hjalp av (17.1) och (17.6) kan man alltid exakt berékna sidan i en regelbunden ménghdrning
under forutsattning, att man har ett exakt varde pa sidan i den regelbundna manghorningen, som har

halften (eller dubbelt) s& ménga sidor. S ar t.ex. enligt (17.1) och (17.6)
3) Sg = 2rsin(22.5 ’ )
@) s, =27 (1-cos(2257))

Ur (3) far vi anvandning av det nyss visade exakta vardet pa sg» sin(225°) = Z'T\/?, varav

cos(225°) = 1- _sin” (225° N2+V2 + . Sétter vi in detta i (4) far vi
st =27*(1-cos(2257)) —»sf6:2r2(1—2+—‘/7] 2 =22-J2+y2 ) -

2 16

(17.60) S16=7 2—J2+y2

Fran (17.6) fér vi tex.

360° 360°
s2=r2+r2—2rrcos[ J—>52=2r2—2r200s[ )-’
n n n n

/ el —>s2=2r2[1—cos( 360 j}
/ 0 \\ p L " n
/ 45 / 23 Forn=8ochr=14ar

) s§=2r2{l—cos 360 jj—>s§

2(1-cos(45°)) —

| 7 | 8
\ 18 / 2,
LY " / 28 =2—20—5— —sg=2-y2 &
\\ 2
S // =85 = 2—\/7
o (Det negativa vérdet kan inte anvéndas till métetal for en strécka
Bild. 82b. Vinkel = 45° och forkastas)

(1761) Sg =71 2—\/7

*(12.1) sid. 175.
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h T T forn=12ochr=14ar

F g 2 360° 2 _ o

,// ,--=1\ \\ : s12—2(1 —cos( 2 Jj —>s12—2(1 —005(30 )) -
# 0. A ‘\*\" % J3
| y vl l —a

2 2 2

l!ﬁ _\E/{ }, —>S12=2—2T—>S12=2—\/?—>312=/2—\/?
\ . (Det negativa vardet forkastas.)

/

(17.62) sp=ry2—V3

forn=16 ochr=1ar

5?6:2[1 —cos[ 361(; J] —>s?6=2(1 —cos(225°)) —

24+42
—>s§6:2—2;—>sf6:2—\/2+ﬁ—>

1
=516 =/2—J2+J2 (Detnegativa vardet forkastas.)
/ (17.60) S16=7V 2=V 2+ J2

Bild. 82d. Vinkel =22,5°

De regelbundna n-horningar, vilkas sidor man exakt kan berakna, kan rent geometriskt®
inskrivas i en cirkel. Kan konstruktionen verkstallas for ett visst n-varde, far man genom att
halvera medelpunktsvinklarna den inskrivna regelbundna 2 n-hérningen (och genom att

fordubbla medelpunktsvinkeln far vi den regelbundna % horningen, nér n ar ett jamt tal).

Da man nu latt utfor konstruktionen, om n &r 6 och 4, kan man ocksa gora det, nar n har
vardena 3, 6,12,24...0ch 4,8,16,32....

Awven for en tredje grupp n-vérden 5, 10, 20, 40 . . . kan
konstruktionen utforas, liksom man exakt kan berékna dessa
regelbundna n-hdérningars sidor. Vi bérjar lampligen med 10-
hdrningen, vars grundtriangel &r tecknad i fig. 37. Av bissektrisen till
den ena basvinkeln delas grundtriangeln i tva likbenta trianglar.
Enligt bissektrissatsen (eller pa grund av likformigheten mellan hela
grundtriangeln och den vid dess bas liggande deltriangeln) far man

177y -

r—s

510 10
eller
) 2 = -
Fig. 37. Grundtriangel 10-hérning S10 =" (7510)
Denna 2:a grads ekvation | r ry’
enna Z:a grads ekvation 1 er = -
g S10 98" sy >+ ( 2 ) +r

(Det negativa vérdet kan inte anvéndas till matetal for en stracka och forkastas)

® Endast med tillhjélp av linjal och passare; inte med gradskiva eller genom ”passning”.
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(17.8) -[re(3) -2

S10

Gyll ittet / . . .
yllene snitte / Av detta framgar, hur S0 kan konstrueras (fig. 38). Forsta termen i

hogra ledet &r enligt Pytagoras sats hypotenusan i en ratvinklig triangel

g med 7 och % som Kateter. (Faller vi ned i fig. 38 S1o par, blir r enligt
(17.7) delad s, att den ena delen &r medelproportional till hela linjen
r \och den andra delen, vilket kallas delning i "gyllene snittet™)
Fig. 38. Konstruktion av S;, (7’_310) - markerad rod.
Virdet p& S1o far efter hyfsning formen 510= % (/5 —1)

For att ur detta berakna S, kan vi anvéanda de bada ekvationerna 55=2 rsin(36°) och

S%O =2/ (1-cos(36°)); ° se berakningen av S16 Ul S

sszé/lo—zﬁ

Till de ndmnda grupperna av regelbundna manghdrningar, som kan rent geometriskt konstrueras,
lagger vi annu en grupp med n-vérdena 15, 30, 60 . . . . Da grundtriangeln i 15-h6rningen har
spetsvinkeln 24° = 60° - 36°, inser vi, hur konstruktionen utfors. Det exakta uttrycket pa S5 kan vi fa

Man far

urs o= 2rsin(12°) =2rsin(30°-18°). Langre fram, se under "Trigonometriska formler”,

visas, att sin (30° -18° ) =sin(30° ) -cos(18°) —cos(30° ) -sin(18° ). " Det exakta vardet pa

5 —1

sin(18° ) farviurs, =2,sin(18°), som ger gin(18° ) = J_T Vi far nu

cos(18°) = 10+2\/? D& sin(30°) = % och cos(30°) = g, blir

5= (J10+2/5 - /15 +/3)

Ex. 206. En regelbunden 8-horning och en kvadrat &r inskrivna i samma cirkel. Sok forhallandet
mellan deras areor samt mellan deras omkrets.

Svar: Areorna /2 = 1.414 , Omkretsarna / 4 — 2\/7 =~ 1.082.

Ex. 207. I en cirkel med radien r &r en regelbunden n-hérning inskriven. Visa att for dess diagonaler, i
ordning fran den minsta, géller de med uttrycket for s analoga uttrycken
n

2 sin 210 o 2180 5 o L1807 s,

2w 360°
eller =—=——,

10 10

"36° ==

5
7se (20.4) sid 247.
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Trigonometriska formler

20.1 Additionsformlerna

Om man kénner de trigonometriska funktionerna for tvd godtyckliga vinklar o och B, kan man, sdsom
vi nu skall visa, berdkna funktionsvirdena for (o + B) och (o — B). (I foregdende kap. har vi visat, hur
detta kan ske, nir a eller B dr en mangfald av 90°.)

Vi borjar med en formel for cos( o— B) Ur denna
grundformel kommer vi att hérleda 6vriga formler i detta
kap. Den i fig. 45 med a betecknade strickan ingar dels
som sida i en triangel, dir de bada 6vriga sidorna ar = 1
och deras mellanliggande vinkel a — 3, dels som
hypotenusa i en ritvinklig triangel, dir kateterna ar
sin( o) -sin(B) och cos(B)-cos(a).

(Obs., att cos( o) ar neg., varfor lingden av

motsvarande sticka dr -cos(a).) Med hjélp av
cosinusteoremet och Pytagoras sats far vi pa a:s
kvadrat tva uttryck, som vi sétter lika. Alltsé:

Fig. 45. Additionsformlerna

2 2
14+ 1—2cos(o0—B) = (sin(a)-sin(B)) + (cos(B)-cos(ct)) .
Utvecklar man kvadraterna och tillimpar sambandet (12.5 sid. 176 ), far vi efter forenkling

(20.1) cos(oe — B) =cos(a)-cos(B) + sin(a)-sin(P)

P4 analogt sitt kan man visa, att formel (20.1) giller, for vilka virden (positivt eller negativt) a och B
an har.

Byter vi ut B i (20.1) mot — B, far vi cos( o + B) =cos(a) -cos( -B) + sin(c)-sin( -B) eller
enligt (19.2 sid. 247)

(20.2) cos(a + B) =cos(a)-cos(B) — sin(a)-sin(p)

For att ur (20.1) fa en formel for sin( o + ) byter vi o mot (90 ° — o) och far
cos(90° — (a+B)) =cos(90" —a)-cos(B) +sin(90" —ct)-sin(P) eller
(20.3) sin(o + B) =sin(a) «cos(P) + cos(a) -sin(P)

Genom att i denna formel byta ut p mot —[3 far vi

sin(o-B) =sin(o)-cos( -B) +cos(a)-sin( -B) eller

(20.4) sin(a-B) =sin(a)-cos(p)-cos(a)-sin(p)
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Di tan(o + p) = ST B) far viav (20.3) och (20.2)
cos(ot +B)

sin( o) -cos(B) +cos(a) -sin(B)
cos(a) -cos(B) -sin(a) -sin(PB)

tan(o 4 B) =

eller, efter division av varje term i tidljaren och nimnaren med cos( OL) 'COS( B) R

(20.5)  tan(o +B) = I’i‘:i,'i‘?;).ii',‘,iiﬁ

P4 analogt sitt, eller genom att i (20.5) byta ut B mot -, far vi

@06 tan(o-p) = ol enlB)

Ex. 231. Berikna utav de exakta funktionsvédrdena for 30° och 45° a) COS( 15° )
b) cot(75 ’ )

9

Svar: a) %(\/F—I-ﬁ) b)2-/3;

Ex. 232, Forenkla a) sin(60° + o) —sin(60° ~o;), b) 22n(e) +tan(B) -
tan( o) -tan(P)

Svar: a) sin((x) ; b) —Sin(OH_ B) ;
sin(o — B

20.2 Formlerna for dubbla vinkeln

Kénner man de trigonometriska funktionerna for en vinkel o, kan man berdkna funktionsviardena for
2a (liksom dven for 3a, 4a.. . .)

En formel for 20 fir vi om vi i (20.3) sitter p = a. D4 far vi:

(20.7) sin(2 o) =2 sin(a)-cos(at)

Satter vii (20.2) B = a, far man en formel for cos(2 (x) , vilken kan skrivas om med hjilp av ((12.5
sid. 176 ). Vi far da:

(20.8a) cos(2 o) =c0s2(oc)—sin2(0c)
(20.8b) cos(2a) =2 cosz(oc) —1

(20.8c) cos(2a) =1 —2sin2(oc)
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Formel (20.5) ger for p = a:

2 tan()

(20.9) tan(2 o) =
1—tan2(0c)

Ex. 233. Om Sin(a) = % och o ligger i andra kvadranten, bestdm exakt de trigonometriska

funktionerna for 2a.
. 24 7 24 7
Svar: sin(2 o) =-5 cos(2a) = 55 tan(2 o) =-=5 cot(2 o) =-=r
Ex. 234. Liksom tan(2 oc) kan vi dven uttrycka sin(2 oc) och cos(Z oc) uttryckas i tan((x).
1-tan” ()
1+ tanz(oc)
erhallas ur (20.7) och (20.83), om man dividerar hogra leden med sin2 ( (x) + COSZ ( 0() ! samt

2 tan( o)
1 +tan2(oc)

Visa, att formeln sin( 2 OL) = . — Formlerna kan

och cos(2 a) =

forkorta de uppkomna briken med cosz ( 0() .

Ex. 235. Hirled formlerna sin(3 (x) =3 sin(oc) —4 sin3(0c);

3 tan( o) —tan3(oc)
1 —3tan’ (o)
att man i resp. (20.3), (20.2) och (20.5) sitter =2 o samt sedan tillimpar formlerna for dubbla

vinkeln.

cos(3a) =4 cos3(0c) —3cos(a); tan(3 )= - Detta kan ske genom

20.3 Formlerna for halva vinkeln

Fran (20.80C) far vi Cos(2 OL) =1-=2 sinz(oc) — sinz(og) = 1 —cos(20) eller om o utbytes mot
©

2 2
(20.10) sin’ ( %) = l—czw

Av (20.8D) far vi pa samma sitt

(20.11) cog(&) _ 1+ cos(a)
2 2

Genom division av (20.10) med (20.11) fir vi

! sin?( o) +cos¥(a) =1
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Analytisk geometri

22.1 Kagelsnitt
Det finns tre huvudtyper av kégelsnitt: Ellips, hyperbel och parabel.

o far vi om ett plan skar tvars genom en kons mantelyta. Planet far inte skara konens
symmetriaxel vinkelrétt. Det vinkelréta snittet utgors av cirkeln, som r ett specialfall av
ellipsen, dar de bada brannpunkterna sammanfaller i cirkelns centrum.

e Hyperbeln far vi om vi har tva koner, som ar placerade med spetsarna mot varandra och att
ett plan skar de bada mantelytorna parallellt med konernas symmetriaxel.

e En parabel f&r vi om ett plan skér en kon parallellt med generatrisen*
e (ROd: Cirkel)

o Gul

e Bla: Hyperbel

e Gron: Parabel

OBS. Att planet inte i nagot av de tre fallen far skéra
den cirkuldra konens spets.

Bild 96. Kon skdrs av fyra plan 2

”Den grafiska bilden av ekvationen sz +Bxy+ Cy2 +Dx+ Ey+ F=0 arenellips, parabel
eller hyperbel (eller i nagra specialfall: Ingenting alls, en punkt, en linje, parallella eller skarande
linjer).”

De tre kagelsnitten upptrader allteftersom uttrycket 4 4 C — 32 ar , hegativt eller noll. Efter
lamplig omflyttning av koordinatsystemet kan vi skriva

2 2
. X LY
(22.1) -+ =1
a b
2 2
e (22.2) Hyperbeln S
2 2
a b
o (22.3) Parabeln y2 =4ax

" En generatris &r en linje som rér sig genom rummet och darmed bildar en yta, t.ex. mantelytan pa kon eller
cylinder.

% Bilden hamtad fran: http:/sv.wikipedia.org/wiki/K%C3%A4gelsnitt. OBS. Denna ellips & asymmetrisk, d.v.s. att
brannpunkterna ligger pa olika avstand fran centrum. OF; < OF,.

’Bo Kjellberg, Hogre ingenjorskurs i matematik, Hermods, Malmaé.
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géller fér samtliga punkter utmed ellipsen.

22.2 Ellips
|
& Avstindet F, P = PM (2= 2).
io‘% F, och F;, ar briinnpunkter.
i P Storaxeln =2a .
: y 5 b : Lillaxeln =25.
! ! B ! Parametern ir den med lillaxeln
: a) : parallella kordan som gir igenom
! P ! branmpunkten / respektive /.
i i Avstandet F\P, +P,F,=F,P+PF,, dv.s.
I I
| |

Styﬂ-\n je

Bild 97. Ellips

Storaxeln skar ellipsen i tva punkter vertex” (V1 0ch Vy).

Avstandet mellan ellipsens centrum och respektive brannpunkt ar c.

Vi far sambandet c2 = a2 — b2
xz y2
(22.1) — + = 1
a b

Excentriciteten® e for ellipsen definieras som:

2 2 2
(22.4) o= C_Na —b _2b_ 1_(2) 0<e<1l
a

a a
Parameterns langd definieras som:

2

(225)  ap=2b 202 2

a a
Om ellipsens centrum ligger utanfor origo i punkten (xl,yl) blir ellipsens ekvation:

2 2

X=X -
26 L) L O)
2 2
a b

OBS. Varje diameter i ellipsen gar genom origo enligt definitionen av densamma.

* Vertex ar kurvans hojdpunkt sett fran centrum (origo).
5
e<1.
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LY En linjes ekvation kan skrivas som
Ax=By eller Ax —By=0. (Kurvan &r
stigande).

Dess konjugat, d.v.s. den mot densamma
vinkelréta linjen skrivs som Bx= -4y eller
Bx+ Ay=0. (Kurvan ar fallande).

%/—/H_/ Om vinklarna mot x-axeln = 45°, &r 4= B.
X

Bild 98. Linjens ekvation

Ex. 281. En korda i ellipsen 5 v2 + 9y2 = 45 gar genom parameterns andpunkt i forsta kvadranten.
Vilken ar ekvationen fér kordan, om den halveras av diametern.
Svar:5x+3y—15=0

Ex. 282. I ellipsen 3 x2 + 4y2 = 6 drar vi kordor parallella med linjen 3 x — 2 y + 6 = 0. Bestdm
ekvationen fér den diameter, som halverar dessa kordor. Ange &ven konjugatdiameterns® ekvation.
Svar:2x+3y=0,3x—2y=0

Ex. 283. I ellipsen 16 x2 + 25 y2 = 100 gar en korda genom ena brannpunkten och kurvans ena
skarningspunkt med y-axeln. Bestdm vinkeln mellan den diameter, som halverar denna korda, och
dess konjugatdiameter.

Svar: 101.2°; (78.8°)

Ex. 284. Genom punkten (xl ,yl) pa ellipsen bzxz + a2y2 = a2b2 drar vi en diameter. S6k

koordinaterna for konjugatdiameterns &ndpunkter.

a bx a bx
Svar:(i,— 1)och (— iy 1]
b b a

Ex. 285. Tva konjugatdiametrar till ellipsen bz xz + az y2 = az b2 har langderna 2 d, och 2 dz' Visa

attdf—l—di:az—i—bz.

® Den &r vinkelrat mot den sokta diametern.
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22.3 Hyperbel

Konjugathyperbel : i
“~ | Konjugataxel |

I Asyroplets : Konjugathyperbel

Bild 99. Hyperbel

Avstandet F,P = PM

F, och F; & brannpunkter.

Transversalaxeln =2 a . Konjugataxeln =2 p.

Transversalaxeln skar hyperbeln i tva punkter vertex (V; och V,).

Avstandet till vertex fran centrum ar a.

OBS! Avstandet F P—PF,=F P-PF, d.v.s. differensen &r konstant och géller
for samtliga punkter utmed hyperbeln.

F« ar konjugathyperbelns tva brannpunkter.

Bild 100. Hyperbe/7

Avstandet mellan hyperbelns centrum och respektive brannpunkt ér c.
Vi far sambandet c2 = a2 + b2

2 2
(22.1) Hyperbeln X__JY -

2 2

a b
Excentriciteten® e for hyperbeln definieras som:
2 2 2
(22.7) ezgza_er:/H(ﬁJ 6> 1
a a a

’ Bilden hiamtad fran: http://sv.wikipedia.org/wiki/K%C3%Ad4gelsnitt
8
e >1.
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Statistik

Statistikens fem delar
1. En klar definition av den aktuella populationen, som vi vill underséka
2. Att utforma experimentet eller insamlingsproceduren
3. Insamling och analys av data
4. Proceduren for att gora slutledningar om hela populationen baserad pa den insamlade
informationen
5. Att skapa ett matt pa godhet (tillforlitlighet) av gjorda slutsatser

Vad vill vi undersoka
1. Frégestéllning — Vad vill vi ha svar pa — avgriansning av undersokningsobjektet
(populationen).
2. Utformning av experiment eller datafangst.
3. Planering av hur data skall insamlas.

Insamling av data
1. Automatisk registrering, t.ex. i kassaterminaler for att undersdka kundernas inkdpsvanor.
2. Datorbaserade kundundersokningar.
3. Intervjuer.
4. Postenkiter, etc.

Sammanstilla data
1. Tabeller
2. Diagram, etc.

24.1 Tolka data

Linjediagram

Ex. 307. En av mina ldrare i matematik utforde, som atta-aring, Georges-Louis Leclerc, greve av
Buffon (1707-1788) nélexperiment for att erhalla ett ndirmevéarde pa n. Experimentet gick till sa, att
han sléppte nélar pa ett bradgolv. Nalarna var lika langa (L) som golvtiljornas bredd. Nélen slipptes pa
ett avstand (d) 6ver golvet, som var storre dn golvtiljornas bredd. Sannolikheten (P) for att nalarna
skall korsa en grénslinje mellan tva tiljor dr hdar P =2 L / & d. For att minska antalet kast anvénde han
10 nalar &t gangen. Efter 1 200 kast fick han foljande resultat:

n= 2L 14 Nalexperiment
Slappta nalar (n)|Palinjen (m) m = 12 P »
10 5 4,00000 g 10 Slédpta nélar (n) /
100 62 3,22581 T
1000 634 3,15457 . L
3000 1910 3,14136 \ / P4 linjen (m)
5000 3183 3,14169
2 /
7000 4456 3,14183 / ~
o0 —i—— r r r : : —
9000 5730 3,14136 L T Ty Ty e
10 000 6366 3,14169 Rad
12 000 7 640 3,14136

Tabell 12. Slumpférsék med ndlar Diagram 2. Slumpférsék med ndlar
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Om vi granskar tabell 12 fran 7 000 nélar

a b C d
Pi 3,14183(3,14136| 3,14169] 3,14136
Nalar (1 000-tal) 7 9 10 12
Tabell 13. Slumpférsék med ndlar

F 4 /I\ Pi
3,14200
3,14150 \ /\9
3,14100

T e W Sl
Slidpta nélar (n)

Diagram 3. Slumpférs6k med ndélar

Vi finner nu att pi-virdet orsolerar' mellan kolumn b och d och vi far foljande tabellvirden:

e f g h

c+d . £

5 T e—f 5
3,141525743] 3,141592654 | -0,000066911( -2,04536735E-05

Tabell 14. Slumpférsék med ndlar

Vi kan nu se att resultatet gar mot ett nirmevérde pa m och vi far ett varde med ett fel pa

_0.000066911
3.141592654

Stapeldiagram
Ex. 308. Fran 2008 till 2009 6kade invanarantalet i Storgdteborg med 11 300 personer, och
berdknas passera en miljon invanare 2017.

1150

000

100 = -0.002 %

126 849

10roon—13 00p—20-000

1635

70 1700

1800

1850

1900

Diagram 4. Innevénarantalet i Géteborg”

Y vaxlar mellan tvé varden.
? Killor: 1635, 1850 och1900, évriga artal fran SCB.

474 500289 757 493 498 500 157 507330
431273 433042

1950 1980 1990 2002 2006 2007 2008 2009
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a) Hur stor var o6kningen fran ar 1635 till 17007
b) Hur stor var 6kningen i procent fran ar 1700 till 18007
c) Hur stor var 6kningen i procent fran ar 1900 till 2000?

Svar a) 8 850 personer ; b) 30 % ; c) 269 %.

Ex. 309. Nederbord

Jan | Feb | Mar | Apr | Maj | Jun | Jul | Aug | Sep | Okt | Nov | Dec
11993610- 57 | 35 129 | 40 | 35 | 57 | 78 | 85 | 78 | 69 | 66 | 63
11996910_ 62 | 41 | 50 | 42 | 51 | 61 | 77 | 68 | 81 | 84 | 84 | 75
2003 82 | 40 | 35 | 77 | 91 | 80 | 101 | 86 | 32 | 112 | 84 | &9

Tabell 15. Nederbérd i mm

a) Hur stor dr 6kningen/minskningen i mm ménad for ménad frén genomsnittet aren 1931-

1960 jamfort med &r 2003 ? Visa detta i ett diagram.

b) Vilken méanad hade stérsta 6kningen?

c¢) Vilken ménad hade storsta minskningen?

d) Visa dokningen for genomsnitt aren for ar 1961-1990 till ar 2003.

Ex. 310. En skoaffar hade ett lager pa en skomodell enligt nedan.

Kolumn 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
Storlek 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46
Antal 2 4 6 8 14 20 26 28 27 25 23 15 2

Tabell 16. Antal per storlek.

a) Visa frekvensen av de olika storlekarna i ett stapeldiagram.
b) Hur méanga procent av lagret utgjorde storlek 41 och 42 tillsammans?
c) Ange medelantalet per storlek.

Cirkeldiagram

Av fem sorters pasta (A — E) hade en matvaruaffir féljande antal i lager. Fordelningen visas i

cirkeldiagrammet nedan.

Tabell 17. Antal per pastasort Diagram 5. Pastasort i lager % - férdelning

Antal
Sort Antal mA
A 50 EB
B 30 C
C 10
ED
D 5
]
E 5 E
Summa | 100
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Ex. 311. Dygnets anvindning var for en person:
1. Somn 8 h.

2. Morgon 1.5 h.

3. Arbetsresor 1 h.

4. Arbete 8 h.

5. Lunch, middag 1 h.

6. Ovrigt 4.5 h.

Rita ett cirkeldiagram.

Histograms

Histogram of amvals

15

10

Frequency

{ | |
[ 8
Amivals per minute

0 2 + 10 12

Diagram 6. Histogram

Histogram ar en grafisk framstillning av tabuléra
mitdata (klassindelat material) dér den axel som
motsvarar definitionsméngden (vanligen den
horisontella X-axeln) ar indelad i jamna intervall.
Hojden av en stapel motsvarar métvardestitheten i
motsvarande intervall och arean av varje stapel
motsvarar ddrmed antalet métvarden.

Da det slutliga histogrammet erhéllits s& motsvarar
arean under hela grafen det totala antalet gjorda
observationer. Om klassbredderna gérs mycket smé
(limes — 0) 6vergér histogrammet till funktionens
integral.

Ex. 312. Ien klass kom eleverna fran fem olika stadsdelar.

Stadsdel |A|B|{C|[D|E

Elevantal | 2|1 4|9 8| 6
Tabell 18. Elevantal per stadsdel

Rita upp ett histogram som belyser klassens sammanséttning.

24.2 Lagesmatt

Medelvirde

I ett slumpvis uttaget fotbollslag bland klubbens alla spelare vigde de:
Spelarenr(i) | 12|34 |5|6|Z|8|9|(10[11|Summa
Viktike (%) |6s|67|69|71|73| 75| B | 70|81 |83 |85 | 825

Tabell 19. Spelarvikt

3 http://sv.wikipedia.org/wiki/Histogram
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Vi har hir yl,yz,y3, .. ,yn eller 65, 67, 69, . .., 85 som ger

n

2 825

(24.1) y=4l =" -75kg Sesid343.
n 11

Median

n+1 11+1

som hér ar

Vid udda tal &r medianen tal nr =6, d.v.s.den sjitte vikten som &r 75 kg.

Inkluderar vi summan i talserien far vi 12, ett jimnt tal, och medianen blir dd medelsumman av tva tal.

Har far vi addera medeltalet av de bada talen nr % och ( % + 1) som hér &r vikterna nr 6 och 7,

dv.s. 752;77 - 76 kg.

Klassindelar vi fotbollsspelarnas vikt kan vi & denna tabell:

Klass- Klass-
Klass Klass frekvens | relativ
i grénser | Avprickade fi frekvens
1 65-69 | 1] 3 3/11
2 70-74 | 2 2/11
3 75-79 | |1 3 3/11
4 80-84 | 2 2/11
5 85-89 | 1 1/11
Totalt 11 1

Tabell 20. Spelarvikt frekvens per klass

Frekvens
i

3

65 70 75 80 85 90 kg

Diagram 7. Frekvens per viksklass (histogram)
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