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1 Trigonometriska funktioner
1.1 Inledning

Anledningen till att jag framstallde detta kompendium &r att jag fann laroboken® utmérkt i detta
avsnitt, men ville koncentrera hérledningarna i detta kompendium.

Har i Fassberggymnasiet (Molndal) undervisade jag i matematik A och B under lasaret 2002 - 03.
Emellertid hade jag fatt en elev som laste matematik D. For att underlétta dennes studier, paborjades
detta arbete samt kompendierna:

- 2 Begreppet derivata
- 3 Differentialer och begreppet integral samt integralberakningar.

Kompendierna bygger pa Sigurd Eriksson Matematik | & Il. For intresserade av gymnasiets matematik
kan jag varmt rekommendera nyutgévan av Sigurd Eriksson, Matematik del 1 och 11.%.

1.2 Kompendium

Jag har hér, utover larobokens formelpresentation, bifogat tre triangelsatser:

- Ariateoremet — berékning av triangelns area
- Herons formel — beréknar triangelns area.
- Deni entriangel inskrivna cirkelns radie

Bland de trigonometriska sambanden saknar jag i laroboken:

- Formel for halva vinkeln.
- Summationsformlerna.

! Matematik 2000 — Kurs CD lirobok.
% Se RFGK’s hemsida: www.rfgk.se.



1.3 Definitioner

Om man fran godtyckliga punkter pa det ena benet av den
spetsiga vinkeln a i fig. 1 drar mot det andra benet
vinkelrata linjer a,, a,, a3.... Blir pa grund av de uppkomna
ritvinkliga trianglarnas likformighet:

(3

(o) a a Qs
- Gu % & ..
Fi By © & Detta konstanta forhdllande
ig. 1 = N . i
bendmns sinus for o och tecknas
sino.

Man siger att sina,, som tydligen ar beroende av (en funktion av) vinkeln o, m a o sino utgér
en trigonometrisk funktion av a.

De trigonometriska funktionerna definieras ur en ratvinklig triangel (fig. 2) pa foljande satt:

; a
sina = a (motstaende katet genom hypotenusan)

b cosa = b (narliggande katet genom hypotenusan)

(@)

Fig. 2

tang = 2 | (motstdende katet genom narliggande katet)

- b | (narliggande katet genom motstaende katet)

Q

Av fig. 2 framgar att:
(1) sin(90-at) = cosa ; (2) cos(90-a) = sina ; (3) tana(90-a) = cotat
(4) cota(90-a) = tana .

Cosa

1 \S*b b
cotg=—= =—
tana a a

Enligt Pytagoras sats ar: | ¢? = 4® +p? | (5). Divideras bada leden med ¢* erhaller vi:

OBS! tana = —— —%:% dar cosa # 0, d v s o fér ej vara 90° eller (90°+ n + 180°)
*

2 2 a a b b
122 .5 |6) —»| 1=24Z4+252 | (.—>| 1=sin@+cos’a |(8).
6‘2 c2 cC € ¢ e

OBS! De bada vinklarna o och (90° - a) ar komplementvinklar. Mark, att orden cosinus och
cotangens ar forkortningar av “complementes sinus” och “complementes tangens™.



sin(l 80° — a)= sina 9)

cos(18 —a)=-cosa |(10)

(12)

)
tan(lSO ~a) —tana (11)
)=

cot(180 —-a)=-cotx

I fig. 3 ser vi att: sina=-ii=y ; cosa=%=x ! tana:% darx =0 och

cota =2 dary=0.
Y

] Vid omkastning av vridningsvinkeln (till medurs riktning) far vi
‘ negativa vinklar.
- sin(-at) = -sina (13); cos(-a) = cosa. (14); tana = -tana (15) och
g v cot(-a) = -cota (16).

Sinus och cosinus aterkommer med en periodicitet pa 360° samt
Fig. 4 tangens och cotangens aterkommer med en periodicitet pa 180°.

Vi kan teckna:
sin(at + n » 360°) = sina ; (n = ett heltal) ; cos(a + n « 360°) = cosa ; (n = ett heltal).

sine
cosa

tan(a+n*180 ) ; a#(90°+n. 180°); (n=ett heltal).

Cosa

cot(er +n*180° )= . 0% (0°+ 1+ 180°); (n= et heltal).

sina



1.4 Sinusteoremet

Fig. 6

(17)  axsin(B)=b*sin(a)—
08 gele_pefe s
a b
9  p =p
Men (17) kan skrivas:
-1 R T
sina  sinf

Men eftersom sin(180° - o) = sina , sa ar har
sinay, = sina. , och vi finner da att (17) dven
géller for en trubbig vinkel, m a o:

a*sin(B)=b*sin(a) —>

a b

sina sin 3

Vi kan dven visa att:

a b c

21)

sina sinf siny

] varje triangel ir sidorna proportionella mot de motstiende vinklarnas sinus”

Dé i sdvil fig. 5 och fig. 6: h(_ =bhsin(a)

(22), och tnangelarean (T) ar

S4 om vi ersiitter A.1(23) med bsin a frin (22), erhilles:

T= besin(o) _acsin(B) _

absin(y)

2 2 2

23),



2 Begreppet derivata

2.1 Derivatans geometriska betydelse

Ay
(x+ AX, y +A4Y)

(x, ¥)
I S
X
Fig 1
lim Ay

Om|y = f(x) |, kallar mun grinsvirdet for derivatan av 'y med avseende

Ax—>0 z—;

pa X.

Punkten (x, y) i fig. 1 kan placeras godtyckligt pa kurvan f{x).

lim A
Namnet derivata pa i antyder, att detta gransvarde utgor en av v harledd
Ax—>0 Ax
lim Ay
Def. y'= — 1
} Ax—0 Ax O

Om vi ar vid punkten (x, y) i fig. 1 pa kurvan /' (x) och drar en linje fran (x,y), till en annan
punkt pa kurvan /' (x), namligen punkten (x + Ax,y + Ay), far vi en sekant till kurvan
f(x), som gar genom dessa tva punkter pa kurvan. Vi bildar nu en ratvinklig triangel med
kateterna Ax och Ay samt med sin hypotenusa sammanfallande med sekanten.



Denna triangel har dven en vinkel & vars triangel kan skrivas tan(k) = _22
x

Om vi nu multiplicerar bada leden, d.v.s. VL och HL, med Ax far vi:

tan( k) e Ax= _ALAx .
Ax
Vi kan forkorta HL med Ax och fir da': Ay=tan(k) « Ax

Om vi nu narmar punkten (x + Ax,y + aAy) till punkten (x,y) overgar sekanten slutligen till en
tangent y' till kurvan f(x), niar punkten sammanfaller i punkten (x,y).

Tangenten till kurvan kan dven skrivas tan(k) = —2%, m.a.o. ir tan(k) ipunkten (X, ¥) jika
med Y'  Enligt definitionen | j: ) ovan ir y'= [ S ]—Al , m.a.o. ir tan(k) 1punkten

Ax—0) Ax
(%, ¥) lika med ' Alltsd: y'=tan(k) .

y' dr alltsd gransvirdet, d v s lutningen pa tangenten till kurvan f(x) i punkten (x,y) da Ax och
iven Ay gar mot noll. [Triangeln blir ju mindre och mindre, da den 6vre punkten
(x + Ax,y + Ay) narmar sig punkten (x,y) ].

Derivatan ' ar alltsa lika med %, som nirmar sig noll, nir Ax — 0.
%

Kvoten —ﬁl ar till synes ett obestamt tal (division med noll), men ritt hanterat finner vi, att vi
x

kan fa ett reellt uttryck vid limusovergangen.

Exempel 1: Derivatan av funktionen y=x3 —3x (2

i punkten (x,y) arda: y+Ay= (x+Ax)3—3(x+Ax) -

y+Ay=(x+Ax)-(x +Ax)-(x +Ax) —3(x+Ax) |—

—

y+Ay=(x+ Ax)- (.\” 4+ 2x°Ax + A.\f) —3x—3Ax —

—

'Efter omkastning av VL och HL.



y+Ay=x® +3x"+Ax43xx(Ax) *+(A%)*-3x-3A% ©)

Om vi nu ersitter y i @ med x°’ - 3x frin @ erhéller vi:

x-3x +Ay=x’ +3x sAx43x+(Ax) 2+ (AX)*-3x-3Ax |[>

Ay=x*%° +3x%sAxy3xx(Ax) 2+(Ax)*-3p+Tr-3A% |

Ay=3x*+Ax -3Ax +3x*(Ax) *+(Ax)°

Dividerar vi nu VL och HL med A x erhaller vi:

Ay _ 3%k 3A/4+3x*(Ax)\+(Ax}i =
Ax Ax #x RNy A
%=3x2-3+3x=«Ax+(AX)2 @

Om vi kombinerar @och @ niar A x — 0 erhaller vi:

& 3x°-3+3x+0+0%0 >

y' = 3x2-3 eller @

=
Il

Y= 13" | 5y = 3021432 ] p = 3x2-1+3x1] >
Y =3x*-3
Mao,om | y=x’ -3x sa ar dess derivata |y’ = 3x*-3

Av @ och @ ovan kan vi se, att man alltid maste eliminera A x indmnaren i

HL? innan later Ax — 0. Gréinsvérdet, d v s lutningen hos tangenten till kur-
van f(x) 1punkten (x,y) 4r ¢ ndgot obestdmt. Det hela blir ju helt obegripligt,
om Ax star i ndmnaren nir Ax — 0, eller som i ldroboken® nir % — 0 , samti-
digt som & star 1 ndmnaren.

Av vad som anforts ovan betrdffande en kroklinjes stigning framgér, atf deriva-
tan geometriskt betyder stigningen hos funktionen f(x).

? HL = ekvationens hégra led.
* Matematik 2000, kurs CD sid 51.



Med kannedom om derivatan av en funktion kan man darfor berakna funktionskurvans stigning
1 olika punkter (x, y).

En positiv derivata anger, att kurvan ar stigande (funktionen viaxande).
En negativ derivata betyder, att kurvan ar fallande (funktionen avtagande).
Att derivatan ar O innebdr, att kurvans tangent gar parallellt med x-axeln (horisontellt).

Ju storre derivatans numeriska varde ar, desto hastigare vixer (eller avtager) funktionen och
desto mer vertikalt forloper kurvan.

Ju mindre det numeriska vérdet ar, desto langsammare vixer (eller avtager) funktionen och
desto mer horisontellt forléper kurvan.

En konstant derivata anger, att kurvan &r en rit linje, d v s funktionen &r linjér.

Exempel 2:
a) Bestdm var funktionen i ex. 1 har horisontell tangent, varest den &r stigande eller

a)

b)

fallande, samt

b) Ange stigning (och stigningsvinkel) i de punkter, ddr kurvan skir x-axeln.

X, =]

kan vi berdkna y-virdena.

Sitt|y’=0] > |0=3x2-3| —|3x?=3| o x?=1] o x= 41| >
{xl= 1 Insittes x-vﬁrdenaiekvation@ y=x’-3x
= -2

Vifardafor: [x, = 1] p,=1°-3+1=1-3

x,==1 p,=(1)°-3+(-1) =-1+3 =2

Svar a): Kurvan &r horisontell i punkterna{

Sitt |y=0|—>|0=x> -3x| = x*= 3x

(. =
X~ 0

x5 =3
Derivatan for —

<x,= V3 Kurvan skir x -

x?=3 |och|x.= 0| =|x =+43

axeln vid {x .
Y3

fx,=1 {x2=-1
yi=-2 \y,=2

— Division med x — = | 5

och| x

=5

samt| x =--J§ —>
5

y’,=3+0%-3|>

B

-3

0;x,= V3 och x5=-w/§

och vinkeln =-71,6°



Fig. 2



3.4 Differentialer och differentiering

Den for funktionen y =x* pa vanligt satt bildade s k differentialkvoten Ay/Ax = 2x + Ax
Vierhéller d& Ax—p 0 att )” =2x. Aven for en godtycklig funktion bor galla, att:

Ay/Ax =y’ +¢ (1)dar e (epsilon) —» 0 nar Ax— 0 och dirmed Ay/Ax =y’
Virdet av € beror av Ax och i allminhet ocksé av x.

Det kan ofta vara praktiskt, att &ven skriva y’ som en kvot, differentialkvot, av tva storheter
dy och dx, vilka kallas differentialer av resp. y och x.

Alltséd: dyldx =y’ — dy =y’ dx (2), dir dx betyder ett godtyckligt tillskott i x, alltsa

dx=Ax . Tydligen kommer da ej dy att f& motsvarande tillskott Ay iy, enar vi kan skriva (1)
som Ay=("+¢g)+Ax=y'Ax+e+Ax (3)

Om vi kombinerar (2) och (3), kan vi skriva Ay=dy +&+Ax (4).

Vad de hir ingdende storheterna betyder geometriskt, visas i fig. 4.

Fig. 4

Att dy=AB foljer av att derivatan geometriskt betyder tan o. D& Ay = AP, , ar
€ «dx=BP i



Striackan BP; blir allt mindre, bade absolut och i forhallande till dy, nir punkten Py pa kurvan
ndrmar sig P. M a o: [(e +dx)/dy=¢/y’—» 0].

Ex 1. Bestam dy och Ay for funktionen y=x2 ,om x=1 och dx=1; 0,1; 0,01; 0,001;
Man far dy=2xdx=2 forx=1 och dx=1. For dx=0,1 blirdy=0,2;
for dx = 0,01 blir dy = 0,02 ; for dx = 0,001 blirdy=0,002;0sv.
Ay = 2xdx+ (dx)*=3;0,21;0,0201 respektive 0,002001 ; ....

Att sitta Ay = dy , vilket ofta sker i den tillaimpade differentialrdkningen, innebér en
approximation, som giller béttre, ju mindre dx = Ax och darmed Ay ér.

Ex 2. Berikna (appr.) det proc. feleti y = a «tanx , om x =30° och behiftat med felet:

For vilket x-viirde ar feleti y minst? Enér derivatan av

1gx =

cos’ x

blir dy/dx = a / cos’x (5) och det proc. felet blir 100 «dy /y = 100 + 2dx / sin2x . (6)
Da 2sina » cosa = sin2a (7) , och att vid o = 45° kan (7) skrivas 2cos’o = sin2a

— cos’o=sinfo. /2 (8) . Kombinerar vi (6) och (8) far vi:

kD %k
100+ 2 ~ypge 2 100" 2"Z _ 1osw,

b% sin2a  sin90°*360

Felet blir l4agst vid x = 45° . Approximativt anvander vi samma formel for x = 30°—
—» ett fel = 2%.

Att differentiera en funktion &r att bilda dess differential. Denna erhaller man enligt (2) genom
att multiplicera funktionens derivata med den oberoende variabelns differential.

For y=a ar dy=0+dx=0;For y=x" dr dy=n*x""*dx

Deriveringsreglerna giller dven for differentiering om ordet derivera utbytes mot differential.

d(u+v) = (u'+v')dx = o' dx +v'dx = du + dv

d(u*v)=(u*v+v+*u')dx = uv'dx +vu'dx = udv + vdu

d(zj _ 7= u‘~u*v‘dx _ vdu — udv

v v’




Av kedjeregeln y’ =y, «z> foljer enligt (2)

dy=y 3 dx=y dz

Samma varde pé dy skulle erhallas, om z vore en oberoende variabel (med av x och dx
bestamda z- och dz-virden).

Detta, att man vid differentiering ej behover skilja pa beroende och oberoende variabler
(regeln om differentialens permanens), dr det just som gor rakning med differentialer sa
anvindbart.

Ex 3. Bestam genom differentiering dy/dx,om x’ +xy+y =5 . Vi far:

3x’dx+ xdy + ydx+3y*dy=0 | —p d(x+3y*) =-dx(3x* +y) |—»

af_y___3x2 b
dx x+3)?

Ex 4. Bestim genom differentiering dy/dx ,om y= Z2 och z=2x*-4 (9) —»
— dz=6x"dx (10) och dy=2zdz (11)

Kombineras (9), (10) och (11) far vi: dy =2 » (2x° — 4) * 6x’dx —»

— | &, 24x° —48x* = '
dx

Ex 5. Bestim genom differentiering dy/dx,om x=1/¢ ; y=(1-46)/7 ;
Elimineras #, erhalles:

j -
a

2
X

VN

Y= :x2—4x—>z}i=2x—4
dx

Byter vi nu ut x med 1/¢ erhalles:
y_ 2 , 2-&

dx t t

Man talar, liksom ifraga om derivator, 4ven om differentialer av hogre ordning.

Differentieras y = x> erhélles dy = 2xdx . Har ar dy en funktion av.x , som kan differentiera
varvid dx far betraktas som en konstant, da x dr oberoende variabel. Darvid fas:
d(dy) = 2dx * dx . Om nu d(dy) tecknas &y farvi d’y =2dx" —»

2
—> | 4y "
de =2:y




Man far inte forvixla dx” = (dx)* med d(x*)=2xdx ellermed @’x=0,om x 4ren
oberoende variabel.

Ex 6. Bestim d*y/dx* ;om x=1/t och y=(1—4r)/¢ . Enligt Ex 5 ar:

L A, T Deriveras nu uttrycket far vi:
dx

d’y .,
dxz =2=y

d(f’lj = (2x—4)dx —
dx

Med y som oberoende variabel ar ¢’y =0 och dirmed dzy/ dx* =0

Regeln om permanensen galler tydligen ej for differentialer av 2:a och hogre ordning.



